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1. Bevezetés a matrixok vilagaba

1.1. Vektorok

Alapfogalmak:
» Skalarmennyiség: konkrét szameérték (terllet, tetfatp.).
» Vektormennyiség: iranyitott érték (ersebesséqg stb.).
e Szabadvektor: 6nmagaval parhozamosan eltolhato.
» Fixvektor: fix kezdpont.
» Csusztathato vektor: sajat iranyegyenesik mentagatioato.

Definicio: a tér iranyitott szakaszait nevezaigktoroknak amelyeknek adott
nagysaga és iranya. Masképp fogalmazva a vektoirégyitott szakasz, vag

a
y

azzal jellemezhétmennyiség.

Példak vektorokra:

Végpont

AB
A

Kezdopont

Jelolésik: a vektort megadhatjuk a k&zs végpontja segitségéveB( vagy
jelélhetjuk kisbeivel kétféle médona vagy a
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[ Vektor jeldlése |

betOvel kezds6- es
a, b, c végponttal
AB, PQ

Koordinata rendszerben origd képdntu vektort rendezett szampar jellemzi a
sikban, térben pedig rendezett szamharmas

Definicid: két vektor azonos (egye)| ha hosszuk (nagysaguk) is és iranyuk|is

megegyezik.
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AZ ébra jeléléseivel : ! f‘fﬂé&ﬁ/ﬁ)ﬁ*ﬁf} / B
a=b ¥ a " .

S bEA_Bb
AB = a

Definicio: vektorok egyertisége ekvivalenciarelaciot jelent:
- reflexiv:Va: a=a
- szimmetrikus¥a, b: haa=b = b=a

- tranzitiv:Va, b, c: haa=bésbh=c = a=c.

Definicid: a vektor hosszat a vektor abszolut értékénekviezrgik (nem

negativ valdés szam).

A fenti vektor hossza:

M={g" b =4+ =i25=5

Definicio: az olyan vektort @), amelynek megegyezik a keéqmbntja és ¢
végpontja és abszolut értélk nullvektornak nevezzik. Iranya tetéleges,
minden vektorral parhuzamos és minden vektorrasimges. Illyen vektorbd

o

csak egy létezik.

Definicio: ha egy vektor abszolut értékeakor egységvektornak

nevezzik. llyen vektorbdl végtelen sok Iétezik.

Definicié: aza vektorellentettje: aza vektort, amelyik vele egyefl

abszolutérték, egyed allasu, de vele ellentétes iranyd. Jelolése: —
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-a

Definicio: két vektor 6sszegénegy harmadik vektort értink, amelyet
meghatarozhatunk paralelogramma-modszer, vagy éf§zéz (haromszdg
mobdszer, soksz6g-moddszer) segitségével.

Vektorm Uveletek

Paralelogramma modszer Haromszog modszer

v
a 3 g v
a_
\
— a+b
e E W -
TS SN b
i a+tb
a
c
d
a+b+c+d

A vektorosszeadas kommutativ és asszociativ:
Va, b eseténa+b=b+a

Va, b, cesetén:d+b)+c=a+ (b +c).

Definicio: az a ésb vektoroka-b killénbségén azt avektort
értjuk, melyreb + ¢ = a.
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Koordinatakkal kifejezvea (al,a2)b (b1,b2)

Osszeadas

A a+b (a,+b,, a,+b,)

Kivonas

a
Q " a-b (a;-b;,a,-b))

Megjegyzés:

» Két vektor kilonbségét megkapjuk ugy, hogy kokésdbpontba toljukoket, mert ekkor a
kuldnbségvektor a végpontjaikat 6sszékétktor lesz, a kisebbitetidelé iranyitva.

* A vektorok 6sszeadasa, illetve kivonasa soré@aredmeny esetlegQis lehet.

* Barmelya vektor esetéa+ 0=aésa-0=a.

Definicio: Egy a vektor és egyl szam szorzata egy vektor, amelynek hossza
|Aa] = |A]-|al, parhuzamosa-val és A > 0 esetén egyiranyld < 0 esetén
ellentétes iranya-val.
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Vektorok szammal vald szorzasara érvényesek a kéxemiveleti szabalyok:
VA, u skalar é¥/a eseténA(ua)=(Au)a (asszociativitas)
VA és Va, b vektoreseténA(a + b) = Aa+ Ab (disztributivitas)

VA, u ésVaesetén(A + p)a= Aa+ pa (disztributivitas)

Definicio: legyenekay, a,, . . . ,an tetsdleges vektorok a térben,, G, . . ., cn

pedig valéos szamok. Az;a; +ca, +- - +chan kifejezést aza;, ap, . . . ,an
vektoroklinearis kombinaciojanakevezzik.

Példa: haa, b, c vektorok, akkor3a — 4b + 6¢ egy linearis kombinaciéjuk. Ha megadunk
néhany vektort, akkor ezeknek végtelen sok line&asnbincidja létezik, hiszen az

egyutthatok tetsdeges valdés szamok lehetnek.

Allitas: legyeneka, b ésc a tér vektorai. Ha, b ésc nincsenek egy sikba
akkor a tér minderv vektora egyértelfien eballithaté a, b és c linearis
kombinaciojaként.

)

Semmelweis Egyetemn

Cirn: 1085, Budapest, Ul Gt 26, . ) y
Telefon: +36 {11 459-1500 MAGYARORSZAG MEGUJUL
E-rnail: hirgk@semmelweis-univ.bhu |

Haonlap: http:/fsemmelweis-eqyvetern.hu

A projektek az Eurdpai Unio
tamogatdsaval valosulnak meg.




(1) szECHENYI TERV

s

Definicié: Az a;, a,, . . . ,an vektorok trivialis linearis kombinacidjan aal- +
0-a2 + ...+ Gan kifejezést értjuk.

Megjegyzés: akkor beszélink trivialis linearis kandtiordl, ha minden egytitthat®.
Természetesen az eredmény cs@k/aktor lehet.

Definicio: Az al, a2, . . . ,an vektorokat linearisan fliggetlennek nevezzik
csak a trivialis linearis kombinacioju®. Minden mas esetben a vektoro

ha
kat

linearisan 6sszefuggek hivjuk.

Allitas: két vektor linearisan 6sszefitydha parhuzamosak egymassal.

Allitas: A tér harom vektora akkor linearisan sszefijdt egy sikban vannak.

A tér pl. négy vektora mindenképpen linearisan égx.

Definicio: A térbeli vektorok egy linearisan fiiggetlen vektémnasat bazisna
nevezzik.

k

Definicio: Ha e, e, e; a tér egy bazisa és= me; + a-6e, + ase;, akkor aza,,
a,, a3 Szamokat av vektor €, €, € bazisra vonatkozo) koordinatain

ak

nevezzik.

Megjegyzés: a bazisvektorok altaldnosan hasznélt jeldlés mmrdsi (abszcissza) |
(ordinatg, k (kota). Tulajdonsagaik:

—egységnyi hosszusaguadK €lj| = |k| = 1),

— paronként ortogonalisak egymasra,

— 1, |, k sorrendben unjobbrendszertalkotnak. (hak végpontja fedl nézink a masik két

bazisvektor sikjara, akka#t aj-be pozitiv iranyd, ramutatd jarasaval ellentdi®d,foknal
kisebb szt forgas viszi at.
A tér egységvektorai:
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Definicié: gy Q pont helyvektoran afQ vektort ertjuk, ahoD az origd. Az
igy definialt vector an. koététtvektor, mivel keggbntja rogzitett.

Definicio: Egy Q pont koordinatain a helyvektoranak a koordinagtiik.

Definicio: Két vektor 6sszegének koordinatai az eredeti vektanegfeleb
koordinatainak dsszegével egyenl

Definicio: Két vektor kilénbségének koordinatai az eredettarek megfeled
koordinatainak kulonbségével egyé&nl

Definicié: Ha egy vektort egg szammal szorzunk, akkor az igy kapott vektor
minden koordinat4ja a eredeti vektor megfelaordinatajanak-szerese lesz.

Definicié: Az a(a, &, &) vektor hossza

lal = Ja+a,*a;
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Definiciok:

n koordinataval jellemzett vektorok

2 féle megadasi mad:

oszlopvektor: B q sorvektor:

& a =[a,a,.8]

Vektorokkal vald m(veletek

Adott két vektor. Szdmitsuk ki a kovetkezdket: a+b;
ab; a vektor hosszat valamint a 3a-t, a*b!

-2 -2 _i
= e 2 - 9
a= 1 . o EEEE 5 E J2P+ P+ P+ 2P = 2
0 0
2 1 L
=6 (2]
ol 2 0
@ | @e=[210] |=4E07057=%
0
6 1
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Definicio: két vektor skalaris szorzatan az alabbi szorzatfiik:

e Két tetszGlegesa=1[a,,0,, ...,a,]ésb=[b, b,, ...
, b,] vektor skalaris szorzata alatt a kdvetkezGt
értjuk:

E.'b:ZE@EFE':H-lbl+ﬂ-gbg+"'—|—ﬂﬂbﬂ

1=1

e ahol 2 az 6sszegzést és n a vektortér dimenziojat
jeloli.

Skalaris szorzat tulajdonsagai

1. Kommutativ: a-b =b-a

2. A skalaris szorzas egy c skalaris tényezbvel

asszociativ: c(a-b)=(ca)b

3. Disztributiv: a-(b+c)=a-b + a:c

Definicio: aza ésb vektorok skalaris szorzatan az
ab = |a|[]b|ldos¢
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szamot értjlk, ahap aza ésb vektorok hajlasszége

Allitds: két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkoha a két vektor
merleges egymasra.

Két vektor skalaris szorzatanak
kommutatvitasa

A kommutativitas
kovetezik a skalaris szorzat
- definiciojabol vagy az
&2 abran latott két haromszog
e N hasonlésaga alapjan, mivel
1bl[dosp= | bvet &, ahol a

[Ny

Iblcosp b vet a a bvektor vetiulete
bveta az avektorra, és

lal [Bosp= lavet O ,
ugyhogy
ab=b-a

Definicio: Az a ésb vektorok vektorialis szorzatan azt azb-vel jelolt vektort
ertjuk.

A vektorialis szorzatra vonatkozoan teljesuilnek:
- hosszda x b| = |a|-|b|-sin¢, aholp aza ésb vektorok hajlasszdge,
- iranya meéleges aa ésb vektorokra,

* a, b ésa x b ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

Allitas: két vektor akkor és csak akkor parhuzamosy Rd =0

Allitas: tetsdlegesa és b vektorok ésA valos szamesetén igaz az algbbi
egyenbséq:

11
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A(@xb)=Aaxb=axAb

Allitas: az a (ay, a, as) és b (b, b, bs) vektorok vektorialis szorzai
determinans alakban

b

k
axb=g a, a,
b. b, b,

Allitas: aza ésb vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilatkét vektor
vektoridlis szorzatanak abszolat értékével egyenl

T=|ax b

Allitas: aza ésb vektorok altal kifeszitett haromszog teriilete

T=|ax b|/2

Definicié: az a, b és c vektorokbol képzettg x b) c kifejezést aza, b ésc

vektorok vegyesszorzatanak nevezzik.

Megjegyzések:
» Az elnevezés arra utal, hogy hogy a kifejezessil lxétfajta szorzas is szerepel.
» A vegyesszorzat eredménye skalar.

Allitas: haa, b ésc nem esnek egy sikba, akkor vegyesszorzatuk absabdlkie
megegyezik az altaluk kifeszitett paralellepipetiafogataval:

V=|(axb)c|

Allitas: aza, b ésc vektorok akkor és csak akkor esnek egy sikbaahal() ¢

vegyesszorzatu@.
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Felcserélési tétel (a vegyesszorzat eredménye akkozik ): tetsdlegesa, b és
c vektorok esetén

akb)c=a(bxc

Allitas: aza(al, a2, a3), b(b1, b2, b3) ésc(cl, c2, c3) vektorok vegyesszorzata

a A& ds
axb=p b, b
C C G

Allitas: az a, b és c vektorok altal kifeszitett tetraéder térfogata etfea
vegyesszorzatuk abszolut értékének hatodrészével

V]abd/6

Cauchy—-Bunyakowski—Schwarz egyefitlenség:

{2, )| < Izl - Iy

2] = v/ {z,z).

vagy masképpen kifejezve az egydi@nséget:

i & 2 & 2
<D 1wl > el
j=1 k=1

ahol

i

Tl
1

=
azaz

(ab +ab, +..+ap,)<(a’+a,+..+a 2’ +b7 +..+b?)

Minkowsky (haromsz6g egyenitlenség):

lz +yll < llz]l + [yl
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1.2. Métrixok

Altalanossagbamatrixnak neveziink egy téglalap elrendezésifi szamu,a; valés szamot
(altalaban, de lehet komplex szam is) tartalmazdaratot. A matrixokat nagy hetel
jeloljuk és szogletes zardjelben adjuk meg:

i1 A2 "t A
o1 A2 't Ao

(m,n)

Ami Am2z * Amn]

Az adott matrixmf tipusu: msorbol és oszlopbdl all, az; a matrixi-edik soraban ésedik
oszlopaban |&v eleme. Ham=n, akkor a matrixonégyzetes matrixnafyagy kvadratikus)

nevezzik és a sorok szama a materdjétis meghatarozza. Ha egy matrix sorait és
oszlopait felcseréljik, akkor kapjuk Az transzponalt matrixt.

A1 A1 "t Am

Ao A T Am2
* —_—
A =
(n,m)

_aln don "t amn_

A transzponalas soran a kvadratikus matrirendje nem valtozik és a transzponalt métrix
transzponaltja az eredeti matrixt adja eredmeényuil.
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1.2.1. Alapmiveletek
a) Matrixok egyenisége

Keét matrix csak akkor egyehlegymassal, ha soraik és oszlopaik szama e@yeazionos
tipustak) és az azonos helyen allé elemeik megegkez

b) Osszeadas, kivonas

A két mivelet csak azonos tipusu matrixokra értelmezetted@rimény matrix (6sszeg vagy
kilénbség matrix) a két matrix tipusaval azonoselémei a két matrix azonos helyéndév
elemeinek az 6sszege vagy kulonbsége. A kétefet tetsédleges szamu matrixokra is
elvégezhdi.

1 2 3]Jo 2 1] [1 4 4
C=A+B=|-5 3 -1{+|5 1 2|=|0 4 1
4 2 -1/ |3 -1 0| |7 1 -1

1 2 3]fo 2 1 1 0 2
C=A-B=|-5 3 -1/-|5 1 2|=|-10 2 -3
4 2 -1/ |3 -1 0 1 3 -1

Egy matrix spurjgmatrix nyoma) adatloban 1év elemeknek az 6sszege. Pl. az A matrix
spurja 5. Jeldlésbedp(A)=3.

c) Konstanssal val6 szorzas
A matrix minden elemét megszorozzuk az adott szdmma

1 2 3 2 4 6
C=kIA=2[A=20-5 3 -1|=|-10 6 -2
4 2 -1 8 4 -2

d) Matrix szorzasa matrixszal

Két matrix csak akkor szorozhatd dssze, haAamatrix oszlopainak a szama azonoB a
matrix sorainak a szamaval. Ha ez feltétel iga& a matrixokra, akkor a két matrix az adott
sorrendberkonformabilis.Vigyazzunk, mert a szorzas éaltaldban nem kommutativelet,
vagyis azAB = B/A nem mindig igaz. Ezaldl csak a diagonal matrixeérsasa kivétel, mert
az ilyen matrixokra a szorzasiwelete kommutativ. A iiveletnél azA matrix megfelel
sorait szorozzuk B matrix megfelad oszlopaival:
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1. Az A matrix 1. sora * a B méatrix 1. oszlopaval, néda 2. sor* az 1. oszloppal, majd a
3. sor*az 1. oszloppal stb.
2. Az A matrix 1. sora * a B matrix 2. oszlopaval, naga 2. sor* a 2. oszloppal, majd a
3. sor*a 2. oszloppal stb.
3. az eljarést a fentieknek megféieh minden sorra és oszloppal elvégezzik.
Példa:

1 0 -1](2 2 (12)+(0M) +(-1) (1rp)+(031)+(-1B) 2 -1
AB=|-2 2 =211 -1|=|(-2@)+(2O)+(-20) (-2@)+(2F1)+(-2@B)|=|-2 -12
2 3 2]|0 3 (2[2) +(30) + (2[D) (2[2) + (3[F1) + (2[B) 7 7

1.2.2. Azonossagok
EA=AE=A
Egységmatrixszal szorozva az eredeti matrixt kapjuk
OA=AD=0
Zérusmatrixszal valo szorzas zérusmatrixt erednmenye
1.2.3. Tobbténye#is matrix szorzas

A két tényeds konformabilitast tetsteges tagra is Kkiterjeszthetjik és szorzas ilyen
sorrendben elvégezidet

AlBLCc!ID
(m,n) (n.k) (k.1) (Lp)

Specidlis eset a matrix hatvanyozasa, amit a maisizeri ismételt szorzdsaval kapunk meg:

ABMBLLE=A"

Megallapodas szerinh’ = E. Az egységmatrix n-edik hatvanya szintén egységréa
zérusmatrixr-edik hatvanya pedig zérusmatrix.

Nilpotensneknevezzilk az A matrixt, ha-edik hatvanyara igaz, hogy a zérusmatrixt adja
eredmeényuil:
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A"=0
Idempotensz A matrix (bnnmagat visszaado), ha teljestil ra:
A" =A

1.3. Determinansok

A két ismeretlent(x, y) tartalmazd un. etdokl (az ismeretlen tényék az
elsshatvanyon szerepelnek) egyenletrendszerek megotddsirom lehéségink van: a)
helyettesf modszer alkalmazasé) egyend egyitthatok modszerének alkalmazaga
determinansok mddszerének alkalmazas&intsik az altalanos egyenletrendszer alakjat:

ayxtby=c;
apxthy =Cp

Képezzik az egyutthatokbdl az aldbbi masodieddtermindnsokat és adjuk meg az
ertékiket meghatarozé formulakat is:

o P ) - (bR
a b

0@ = (o) - (0.
C b

o™ Y= (ald) - (@)
a G

Az egyenletrendszer megoldasa a determinansolséggitel:

D,

X= Q illetve Y = —

D

Nyilvan D # 0 esetén van csak megoldas.
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Példa:
Oldjuk meg az alabbi e¥foku egyenletrendszert a determinansok segitségével

4x+3y=6
2x+y =4

Vegylk az egyenletrendszer masodfemtbterminansat, amit az egyutthatokbdl képziink
(foatlo szorzata — mellékatld szorzata):

_|4 3_ _ _
D-‘Z j_(m) (208) = -2

Mivel a D£0, ezért az egyenletrendszer megoldhato.

. ]

X:DX:‘4 :(GD')_(4[B):__6:3
4 -2 -2

]

;]
_Dy_[2 4_@m-@®) _ 4 _
Y"DTa s 2 =27 7?

2 1

Tehét a keresett megoldasok: x=3 és y=-2.

A fenti elv harom vagy tébb ismeretlenes egyentetszer esetén is alkalmazhato, de
ilyenkor figyelemmel kell lenni az aldeterminansaéjelére.

1.3.1. Matrix determinansa
Csak kvadratikus matrixnak van determinansa, amttix elemeibl képzink. Ha a matrix

determindnsa det& 0, akkor a matrixegularis ha detA = Qakkor a matrixszingularis.
Vizsgaljuk meg a kévetkézmatrix determinansat:

1 0 -1
A=|-2 2 -2
2 3 2

Fejtsik sorba a matrixt az élsora szerint. A determinanst barmelyik sora vagziapa
szerint kifejthetjuk, csak vegyuk figyelembe az idtjyatok ebjelszabalyat. Az éiel szabaly
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(sakktabla szabdly) pl. egy harmadréndieterminansra (de ez értelemseer kibsvil a
feladatnak megfeléen)

A kifejtés azt jelenti, hogy a kiszemelt sor vaggziop egyitthatéival szorozzuk a
hozzatartoz6 aldeterminansokat. Most fejtsiik keedninanst az elssora szerint (a kifejtés
technikdja: pl.a;;=1-hez tartozé aldeterminanst megkapjuk, ha letakaap el$ sort és az
els oszlopot, a megmaradt elemek lesznekyghez tartozé determinans elemei):

1 0 -
2 -2 -2 -2 |-2
detA=-2 2 - :J.‘ ‘—O‘ ‘—J‘ j:10+0+10220
3 2 2 2 2
2 3 2

Mivel a determinang 0, ezért a matrix regularis.
1.3.2. Matrix rangja

Az A matrix rangja az ao(A) = r természetes szam, ha azedrend kvadratikus
minormatrixai k6zo6tt van legalabb egy olyan, amrelgularis, de az dsszesl-edrend mar
szingularis. Kovetkezésképp, azfi matrix rangja nem lehet nagyobb sem sorainak, sem
oszlopainak szamanal. A rang fontos szerepet katpki a linearis egyenletrendszerek
megoldasanal.

Az elébbi matrix rangjgo(A) =3, mivel a determinansa lattuk, hogy.
1.3.3. Inverz matrix

Nagyon fontosak a linearis egyenletrendszerek ndégaban vagy egyes tobbvaltozos
statisztikai modszerek elméletében. Vezessik lmlpmgalt matrix fogalmat: egy négyzetes
matrix adjungaltjan azt a transzpon@ifperméatrixtértjik, amelynek elemei szintén matrixok,
meégpedig aza; elemeihez tartozlsjeles aldeterminansoKlasd a fenti éljelszabalyt)
alkotjdk a matrix elemeit.
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adjA =

_Aln Azn Ann_

Nézzik meg a fenti matrix adjungaltjat. Vegyik sodz egyes elemekhez tartozéjelkes
aldeterminansokat:

2 - —2 - -2
A 3 2 =10 A= > 2 =0 Az 2 3:_10
0o - 1 - 1
A T3 9 =" A22_2 2 =4 Ao o =3
o -1 ~ 1 - ~ ~ 1 ~
Az 2 _ =2 Asp __2 _ =4 A33'_2 =2

A kapott adjungalt matrix (transzponalt matrix):

10 -3 2
adjA=| O 4 4
-10 -3 2

Négyzetes maétrix esetén, Ha | # 0, akkor megtudjuk hatarozni aaverz vagy reciprok
matrixt, azA™ matrixt. Ekkor igazak a kévetkéazonossagok:

AR'=EésABD=E
Vagyis akar jobbrél vagy balrél szorozzuk &z matrixt az inverzével, mindig akE

egységmatrixt kapjuk eredményil. Az inverz mataxtodvetked médon hatarozzuk meg, ha
IA | £ 0 (ellenked esetber-nak nem létezik inverze) feltétel esetén:
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adjA

A
Mivel az ebbbi matrix determinanséara igaz, hodfy| # 0, ezért létezik az inverze. Ismerjiik
az adjA matrixt, végezzik el az osztédveletét, hogy megkapjuk az inverz matrixt:

Al

10 -3 2

0 4 4
| o .3 o |05 -015 01
Al= a|dA1|A: - -l 0 02 02
~05 -015 01

Onadjungalt matrixaz A 6nadjungalt, h&*=A (lasd szimmetrikus matrixok).

1.3.4. Sajatérték, sajatvektor

A két fogalom kozponti helyet foglal el a biostatikaban. Szamos statisztikai modszer
alapszik ezeken a szamitasokon pl. PC#&dmponens analizis), faktoranalizis. Ezeknél a
tobbvaltoz6s modszereknél az alapmatrixRagkorrelaciés matrix). A téma targyalasatel
nézzink meg néhany alapfogalmat:

Skalaris mennyiség (skalarmennyiséglyan mennyiség, amely jellemzésére a szamerték is
elegend pl. térfogat, terilet, hosszlusag stb.

Vektoridlis mennyiség (vektormennyiségdlyan mennyiség, amely jellemzésére a
szamertéken felll a mennyiség iranyara és irarydis szikség van. Ezt megfél@anyu
egyenes szakasszal abrazoljuk, melyen az iranytagtl jelzi. Vektorok példaul a rendezett
zamparok, szamharmasok stb., azaz a sik- illetieeliékoordinatak. Pl. ér gravitacios
téresség stb.

Vektor-tér (vagy linearis tér):a linearis algebra legalap®bb strukturalis fogalma. A
vektorokkal végezhét miveletek legelemibb tulajdonsagait axiomatikusaninitefa. A
linearis tér a mi szokasos sikunk és teriink altelidsa tobbdimenzios terekre.

Euklideszi tér:azonT szamtest feletti vektortereket, melyekben a ve&telt axiomain felll
ertelmezve van egy un. skalaris szorzat (euklideszna).

LegyenV egy vektortér egy test felett (pl. a valés szamok halmaRy, és legyerA egyn-
edrend kvadratikus matrix, amely ¥ vektortér egy linearis leképezését adja:
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AV oV
és legyenv/NV egy nem nulla tet$teges vektor (=[vi, W, Vs,...,\]). A v vektort azA
leképezésajatvektoranalknevezzik, ha létezik olyahskalarértek =0 is lehetséggshogy
AL, és teljestl a kovetkézgyenbséq:

AN =AN
A A érték az A egy v sajatvektorahoz tartozo sajatértek
Legyen A egy kvadratikus matrix. A sajatérték edgeaz ebzéek alapjan:

AN =AN

Hasznaljuk fel az E egységmatrixt, amely nem védtijg meg az egyenletet:

AN = AEN
Rendezzilk at az egyenletet:
AN -AEN=0
ahonnan
(A-AE)¥ =0

Az adottA matrix karakterisztikupolinomja (det a determinanst jeldli):
PQ) = det(A -AE)

A polinom fokszama megegyezik a matrix rendjévgy, legfeljebbn sajatérték lehetséges,
amiknek a megkeresése magastienchatrixok esetén kilondsen nehéz. Az alabbi
determinénst kifejtve A karakterisztikus determinansa);ra pontosam-edfokd polinomot
kapunk, amelynek a gyokei lesznek a keresett stglek:

A~ A a;, : ay,
ay a,-A . ay —|A—)\E|—O
anl an1 . a"” - )\

A Ai-hez tartoz6 sajatvektorokat a
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(A-AE)N=0
egyenlet alapjan hatarozzuk meg.
Megjegyzés
- A sajatértékek osszege, + A2 + ...+ A, = Sp(A), ami a matrix nyoma.
- A sajatértékek szorzath; [X,[..[A,, = det(A).
Példa:
Hatarozzuk meg az egyik un. Pauli matrix sajat@iteds vektorait.
Megjegyzés:a Pauli matrixok 2x2-es hermitikus matrixok, ane&lynyoma 0. Harom féle

ilyen métrix van.
A matrix alakja:
o

irjuk fel a karakterisztikus egyenletet:
o-A 1
IA-AE| = =)2-1=0
1 0-A
A sajatértékekA =+1. A kapott sajatértékek teljesitik a kovetideet:

Sp(A) =1+(-1)=0és
det(A) = 1¢+1) = -1

A keresett sajat vektorok:
A1=1 esetén:

Felhasznalva a fenti egyenletet:
-1 1) (v
[ St

vi® _® = g

1
o

Végezzik el a beszorzast.
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Amibsl a v = w® egyenéség adddik (a fetsindex a szébanforgd sajatértéket jeléli). A

keresett vektor alakja:

v = 1
1

Ennek normalt alakjasi= V12 + 12 = 2 felhasznalasaval):

A2=-1 esetén:
Felhasznalva a fenti egyenletet:

11)(v®

Vi@ + @ =0
Vi@ —w@=0

Végezzik el a beszorzast.

Amibsl a w® = v, egyenbség adodik. A keresett vektor alakja:

v®@ = 1
-1

Ennek normalt alakjasi y12+ 12 = V2 felhasznalasaval):

1
v®@ = _\/_i
2
A sajat vektorok matrixa tehat:
1 0
A=
o

A féatlbban a sajatéertékek allnak.
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1.4. Fontosabb specialis matrixok

a) Sormatrix (sorvektor)
Egyetlen sorbdl allo6 matrix:

a=[ay, ap, ..., an
b) Oszlopmatrix (oszlopvektor)

Egyetlen oszlopbdl &llé6 matrix:

a1
b1
a=
C) Zérus-matrix
Minden eleme O:
000
A=/0 0 O
000

d) Diagonal méatrix
Csak a batléban 1é% elemek nen®-ak. Megadasi médja

A=(au1, @2, ----, @)

e) Egységmatrix

25
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A féatlbban minden elerh, a tobbi zérus. Megadaskor a rendszamot is feltjiirkt
100

E=[0 1 0|=(1,1,2
0 01

A matrix egyes oszlopai (sorai) adjak az egységwekit, pl. az oszlopmatrixok:

1 0 0
€=|0 &=|1 &=|0
0 0 1

f) Szimmetrikus matrix

Olyan négyzetes matrix, amelynek elemei szimmesaku(tikorképek) adhtlora, vagyis
aj=a;ji. llyen pl. a korrelacios matrix. Az ilyen matrix@ms a transzponaltjaval, azazA*.

1 -4 5
S=|-4 2 -6
5 -6 3

Antiszimmetrikusnatrix esetén nyilvag; =-a;. Az ilyen matrix tatlojaban csak 0 all.

g) Haromszoégmatrix

A foéatlo alatt vagy felett csalkd elem all. igy megkulénboztetink als6 és dels
haromszogmatrixt. Példa egy f@llsaromszogmatrixra:

-2 4 -4
Hi=| 0 3 2
0 0 5

h) Minormatrix
Tetsdleges sor(oka)t és oszlop(oka)t elhagyva a matrikingjuk az A matrix minormatrixat.

Példaul vegyuk a fents matrixt. Hagyjuk az els sort €s a harmadik oszlopot. A kap8tt
matrix minormétrixa a kovetkéz
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i) Konjugalt matrix

Az Amaétrix elemeinek (komplex szamok) konjugalasavabikiamatrix: A=[q,-]. Ha azA
elemei vals szamok, akkef =a, .

J) Unitér métrix
A komplexA unitér matrix kvadratikus méatrix, melyre igazakadabbiak:
ADp* = A" A =E

Vagyis, ha a&A matrixt megszorozzuk a konjugalt matrix transzkpnéal (akar balrél vagy
jobbral), akkor aZ egységmatrixt kapjuk eredményil. Tovabba

T
A

A-l

A matrix transzponaltja egyben inverze is.
k) Ortogonalis méatrix

Ha azA = R (az unitér matrix elemei valds szamok), akkde a , és igaz a kdvetkéz
azonossag:

AKX =A'BK=E

[) Hipermatrix: amelynek elemei szintén matrixok.

2. Kombinatorika

A kombinatorika (kapcsolastan) az elemek csopdésaval foglalkozé o6nalld
tudomanyaga a matematikanak. ddleges feladata az elemek csoportjainaéalétasa,
valamint a csoportok szamanak meghatarozasa. Aueklegy elrendezését komplexionak
nevezzuk.

Az elemek elrendezésének harom legfontosabb fagalpermutacié, a variacié és a

kombinacio témakoréhez tartozik.
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2.1. Permutaciok

Ha n db egymastdl kilénbézlemink van és ezeket az elemeket az 6sszesdgbsts
modon sorba rendezzik (sorba rakjdket), akkor azt mondjuk, hogy az elemeket
permutaljuk. Az egyes elrendezések a komplexidk. &#a elrendezerid elemek mind
kalonbozk, akkorismétlés nélkiliha az elemek kdzott azonosak is vannak, ailgkoétléses
permutéciérdl beszélhetiink. Megegyezés szerint az azonos eleielekerélését nem
tekintjuk kialénb6s sorrendnek.

Az ismétlés nélkili permutacidk szadma:

P,=123 .. =n! vagy roviden P=n!
az n elem 18 n—ig terjed egész szadmok szorzata. Jeldlésben n! (ejtsd:torfalks), ami az
n elem faktorialis értékét jeldli. Megallapodasraze0! = 1.
Ismétléses permutaciok szama:

Kikokake  _ n!

kLKL Kk

Pn

ahol k,kz,Kks,...,k, az egymas kozt megegyeelemek szamat jeldli.

2.2. Variaciok

Ha n szamu kuloénbézelemi®l kivalasztunk k(k< n) szamu elemet ugy, hogy
figyelembe vesszik ezek sorrendjét is, akkor n étead osztalyd variaciéjarol beszélink.

Az Osszes variacido szamat a

ve=— K nn-nmn-2)0n-3)0.qn-k +1)
(n—=k)!

kifejezés adja.
Ha az n elemiil Ugy valasztunk k elemet tartalmazé csoportokagyha csoportban

egy elem tbbbszor is szerepelhet és az elemeknsiperés fontos, akkor az n elem k-ad

------
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ki — 1k
V' =n

A felsb indexben az i bétjel6li az ismétléses variaciot.

2.3. Kombinéacidk

Ha az n szamua kilonbézelemi®l ugy valasztunk ki k (&n) szamut minden
lehetséges mddon, hogy a kivalasztas sordn a ds&porbellil az elemek sorrendje nem
fontos, akkor n elem k—ad osztalyd kombinaciojab@szelink. Az 6sszes lehetséges
kivalasztas szama:

Ck = ny nl _n(n=-)n-2)[n-3)L..{n—-k +1)
"k} K-k k(k-1..200

n
Az (k} jelolést ugy olvassuk, hogy “n alatt a k”.

Ha a k elem kdzo6tt egy elem tdbbszor isfaidulhat, akkor n elem k—ad osztalyu

ismétléses kombinacidjardl beszeélink. Az sszed&bztasi lehéségek szama:

- _(n+ k—lj
L

Az Excelben a COMBIN fliggvénnyel lehet kombinagpamitani.
2.4. Binomialis egyutthatok tulajdonsagai

Az olyan kifejezéseket amelyek két tagbdl allnalomialis kifejezéseknek nevezzik,
pl. (a+b) vagy (a—b). Nagyon érdekes tulajdonsdgaézett fel Pascal (1623-1662) francia
matematikus a binomok hatvanyozaséaval kapcsolategyik az (a + b) binom hatvanyait
sorba egészen az 5. hatvanyig (n = 0,1,2,3,4,5):

(@a+bf=1

(a+bf=a+b

(a+bf=e+2ab+B

(a+bf=2a+3db +3a6+b°

(a + bf = & + 4db + 6&b* + 4alf + b*

(a + b} = & + 54b + 104b* + 10&b® + 5af + b
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Ha az egyes tagok egyultthatoit egymas ala irjukpraaz Uun. Pascal haromszoget
kapjuk, ahol a kil szarak mentén csak 1—-es all. A haromszo6g belsegliebarmely szam

a kozvetlen felette Iévés attdl balra allé két szam dsszege:

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1. 2 1. !

n=3 1 3} 3: 1]

n=4 1{ 4 6 4 1 5
n=5 1 5:10: 10! 5% 1

Pascal-haromszog

A Pascal-haromszdg kitdltését tovabb lehet falytar n értékének megfeben (az n
tetsBleges, nem negativ egész szam). A Pascal-haromgxég barmely @b)" binom
kifejtett polinomialis alakjat fel lehet irni, miv@z egyes sorok a kivant polinom tagjainak
egyutthatoit tartalmazza. Az egyes tagok hatvarmfaammeghatarozasa ugy torténik, hogy az
els tagnak az a—nak a hatvanyai balrél—jobbra 1-gg@kkennek, nél 0—ig, a b egyutthatd
hatvanyai balrél—jobbra 1-gyelbnek. (0—tdl n—ig). Vegyuk figyelembe a hatvanyozdsn
hogy & =1 és B= 1, igy ezen tagokat nem is irjuk ki a hatvangost@ran. Pl. a teljes alak az
(a+bY kifejezésnél a kovetkédenne:

(a+bY = &b’ + 2db' + P = & + 2ab + B

n n
Vezessik be aEOj =1, ( j =1 jeldléseket és irjuk fel a Newton—féle binomialis
n

tételt:

n n n n n-1 n 2112 n 1 n n (N n-k .k
(a+b) :(Oja +(Ja b+(2ja b+...+(n_]jab +(njb :Z(kja b

n
ahol az(kj egyutthatokat binomialis egyttthatoknak nevezzik.

A binomialis egyutthatokra igaz az alabbi kifejgzé
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AREHERY
+ =
k- k k
A tételt a kifejtett binomialis egyutthatokkalfedirhatjuk:
n n(n-1)

(a+b)"=a"+—a"'b+
1 2!

A tételnek egy kdvetkezménye az alabbi kifejezés:

am?p+,. + X"

(1+x)" = 1+nx (nx kdzel van a 0-hoz).
3. Valosziniliség-szamitas
3.1. Kisérlet, esemény

Véletlen Kkisérlet: olyan folyamatot, jelenséget értink, amelynek anédketele élre
bizonyosan nem mondhat6 meg, de az igen, hogy mitgédon fejeédhet be. Azaz éte
tudhatd, hogy milyen végallapotok lehetnek. A Jéletkisérletet azonos feltételek mellett,
flggetlenll meg lehet figyelni, akarhanyszor véghet hajtani.

Esemény: a véletlen kisérlettel kapcsolatos eseménynek aieNe minden olyan logikai
allitdst, melynek igaz vagy hamis értéke egyériieim megallapithatd a kisérlet
befejezésekor. Az esemény bekovetkezik, ha aAsfligaz értéket kap a kisérlet végén, és
nem kovetkezik be, ha logikai érték hamis. Jelé#) B stb.

Eseménytér:az elemi események halmaza. JeldEs:

Definicio: az A esemény maga utan vonja a B esemeényt, haesemény bekbvetkezéséb
a B esemény bekdvetkezése is kdvetkezik. JelAlE&

Axiéma:
A véletlen kisérlettel kapcsolatos 6sszes eseméymindszere (eseménytér)
a)l0Q = 00Q

byhaAIQ = A°0Q

c) Ha A, Ag As,..., AVDQ = 2 A 0Q
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HALMAZOK ESEMENYEK
Unio: ACB Osszeg: A+B
Metszet: AB Szorzas: AB
Komplementer: K Ellentett esemény: A
Alaphalmaz: H Biztos esemény: I
Ures halmaz: O Lehetetlen esemény: o)
Részhalmaz: AB A maga utan vonja B-t: (BB

Egymast kizar6 eseményekha A és B-re igaz, hogy AB=0

Elemi esemény:a K véletlen kisérlet egy A O eseménye, ha nincs olyan B esemény, amely
A-t maga utan vonna. AzdzB (# O és# A) olyan, hogy B A. Az elemi események
jelélésew.

Esemény algebra

Osszeadas Kivonas Szorzas Komplementer Tobb miivelet
A+B=B+A A-B=AB’ AB=BA ey © A(B+C=AB+AC
(A+B)+C=A+(B+C) AB)c=ABC) | (A’) =A
A+A=A AO=0 1°=0
A+l=l AA=A O°=|
A+O=A Al=l A+AC=]
AAC=0
De Morgan:
(A+B)°=A°B°
(AB)“=A+B°

3.2.1. Teljes esemény rendszer

Az Ay, Az, Az, Ay, ..... A, események teljes esemény rendszert képeznek, ha

a) Ar+ArtAgtAgt... +A= |
b) AiAj=0, ha# (i=1,2,3, ,n €sj=1,2,3, ,n)
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3.3. Valoszin dség fogalma

Valdszinliség axiomaja
e Adott P: Q — [0, 1] valdszinUlségi figgvény.
A P kielégiti az alabbiakat:
e 1. P(I)=1
© 2. HaA, A, Ay A, 0Q,ésAA =0

akkor igaz a o-additivitas (ha n#oc, akkor
véges additivitas):

P(Z A)=X P(A)

ahol
P(I): Biztos esemény valostisege
P(O): Lehetetlen esemény valésdége
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Kolmogorov-féle valdszinliségi mezd:

(1, Q, P)

Valbsziniségi alapfogalmak

1. ValOsziniség:
Eseményeken értelmezett szamértekl fuggvénymérték.
Jeldlésben P(A)=p

Kolmogorov axiomak
«0<P(A)<1
*P(0)=0és P()=1
*Ha AB = O= P(A+B) = P(A) + P(B)

2.Val6szin diségszamitas: klasszikus val6szindiségi modell:

P(A)= p= k _kedved események szama
n 0Osszes események szama

3. Statisztikai proba (teszt):
A mért adatokon értelmezett figgvény.

4. Szignifikancia értelmezése : p <0.05

A val6sziriség masik ismert megadasi modja a szazalékos fami&or pl. p = 0.60 helyett
60 %—o0s esélyt mondunk egy esemény bekdvetkezésgmagat aA eseményt is jeldljuk a

valosziriségével egyutt, akkor a P(A) jel6lést haszndljuk.
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Feltételes valoszitiség

P(AB)
P(ADB)=000
P(B)

Teljes valbésziniség tétele
Ha B;,B,, Bs,......., B, események teljes esemény rendszert alkotnak ¢5#(B
akkor egy tetsdleges A esemény valostsége

P(A=Z P(ACE) [P(B)

Bayes elmélet
HaaB,B, Bs,......., B, események teljes esemény rendszert alkotnak és P(Bi) # 0,
valamintegy tetszéleges A eseményre igaz, hogy P(A) # 0, akkor a Beseményekre igaz

P(ALB) [

posteriori PBOA) =00000 «——m

valészinliség

2 P(ADB) P(B)

Markov-egyenlotlenség

. Legyen & pozitiv valdszin(iségi valtozd
véges M(&) varhatd értékkel. Ekkor tetszéleges
A >0 valds szdmra igaz az alabbi
egyenl6tlenség:

PEAME)s,
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Csebisev-egyenl6tlenség

* Legyen {tetsz6leges valdszinlségi valtozo,
melynek van szérasa. Ekkor £> 0 esetén igaz:

PE-M(E)2g) <P ®

2
€

* Ha &ismeretlen (varhatd érték és szoras igen),
akkor felsé korlatot tudunk megadni a varhatd
érték koriali szimmetrikus intervallumokba
esés valdszinliségeire.

Nagy szamok Bernoulli-féle gyenge torvénye

* Legyen & binomialis eloszlasu valdszinlségi
valtozo, mely x,=k (k=0, 1, 1, ...,n) értéket vesz
fel, ha az A esemény az n kisérlet soran k-szor
kdvetkezett be. Legyen K azA esemény
relativ gyakorisaga, P(A) = p az esemény
valészin(isége.

* Ekkor &£> 0 eseténigaz: a=1-p=P(A)

P(¥-p b

k _ p Lo

2

g h

>¢£)<

<g)=z1-
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Nagyszamok gyenge és Erls
torvényei

lim P ‘fn -,u,‘ <e) =1

N—X)

Pllim X,=p)=1

i —00

3.3.1. Val6sziiségi valtozok jellemzése

A valésziniségi valtoz6 egy olyan figgvény, amely az esemémjgdneihez valds szamokat
rendel:

&Q - R
Valbsziniségi valtoz6 ha az elemi események mindegyikéhez egyétinnozzarendeliink egy

szamot, akkor az eseménytéren egy flggvényt érzginke és ezzel megadunk egy valdézéayi
valtozot.

» Diszkrét eloszlasolértekkészletik megszamlalhatéan véges vagy

Eloszlasfuiggvénye:

A § diszkrét valosziilségi valtozé F(xeloszladépcsis figgvénye:

FX)=PE<x)=) p,

k<x
Az F(x) eloszlasfliggvény tulajdonséagai:

O balrél folytonos,
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O monoton ndveked

O értéke 0 és | kozotti.

* Folytonos eloszlasolértékkészletik megszamlalhatatlasul

Siriiségfiggvényea & adateloszlasatjisiségét jellemé folytonos fliggvényi. Jelblése:
f(x)
EloszlasfuggvényeF(x) = P < x) és értékkészlete a [0, 1] koz6tti intervallu

Grafikonja folytonosgdrbe
A stiriségfv. "gorbe alatti tertletét" egy [- , X] intehvenban az eloszlasfv. adja
meg.x

F(x) = Jx‘f(x)dx

A stiriségfliggvény tulajdonsaga, hogy
O értéke= 0 (hiszen a valésziiség nem lehet negativ értgk

0 afuggvény gorbe alatti tertlete = 1.

f(x)
Inflexiés pont

i

34,1% 34,1%

13,6 % 13,6 %

2,2% 2,2%
0,1% 0,1%

u-30 u-20 p-c M p+o p+20 p+30

rr _rr

Normaleloszlas siirliségfiiggvénye
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Eloszlasfliggvénye

)2
e 2‘7 dx

F(X)‘arf

3.3.2. ValoGszitiségi valtozok varhato értéke és szérasa
Véarhato érték (M(&)): az a szam, amely korul megfigyelt értékeinek atlaga
ingadozik.
* Diszkrét esetben:
M(E) =D P«
k=1

- Folytonos esetben:
M (&) = [xCF (9dx

Szoras (DE )): a& varhat6 értékét valo atlagos eltérését jellemzi.

Négyzete a varianciaz() = Dz(a)
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A szoOrasnégyzet:
Var(§) = D*(§) = M[(E-M(£)]*= M(E?) — M(¥)

* Diszkrét esetben:
n n 2
2
Var(€) = DZ(E) = z P X _(z pkxkj
k=1 k=1

* Folytonos esetben:

5@ = [T aax-( XA (X0

3.4. Eloszlasok
3.4.1. Nevezetes diszkrét eloszlasok

3.4.1.1.Binomialis eloszlas

Végezzink el egy kisérletet-szer egymastol fuggetlendl. A kisérlet soran égy
esemény bekovetkezésének valoszége legyen P(A) és az ellentett esemény valtszge
pedig P(K) = q = 1-p. A p-rdl feltesszik, hogy konstans a kisérlet folyaman.£A
valOsziriségi valtozé azA esemény bekovetkezéseinek a szamat jelenti. Ekkoak
valoszirisége, hogy a kisérlet sordnAaeseményk-szor kdvetkezik be a kdvetkealakban

adhaté meg:
pk:P(E=k)=(Ekam”‘k (k=0,1,2,..,n)

A ¢ valOsziriségi valtozo eloszlasat binomialis eloszlasnak nmye amelynek
varhato értéke:
M(&) = nip
és szoérasa:

D(¢) = {nlplg
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3.4.1.2.Hipergeometrikus eloszlas
Az N szamu elemfd jel6ljink megM darabot. Random maodon visszatevés nélkdl
valasszunk kn darabot alN szamu elemil ugy, hogy teljesiljon a valasztasrarax
M ésn < N-M feltétel. Jelbljeé azoknak a megjeldlt elemeknek a szadméat, amelyek az

n kivalasztott elemek kdzott&brdulnak. Ekkoré értékeire az alabbi valéshisegek
(i)
k n-k
(")

n

A €& valosziriségi valtozo eloszlasatipergeometrikuseloszlasnak nevezzik. Az

adédnak.

P =PE =K) = (k=0,1,2, .., K)

eloszlas varhato6 értéke és szorasa:

M(&) = nip

o= (13- 7

3.4.1.3. Negativ binomialis eloszlas

Végezzink el tobb egymastdl fuggetlen kisérletsaaiz amelyben egy esemény
valbsziriségeP (A) konstans a kisérlet folyaman és az ellentett esgwanszirisége

a P(A)=1-p. Legyenr egy természetes szam ésolyan valdszifiségi valtozo,
amely — ha a& esemény r—szer éppen az r+k—adik kisérletben kéxiithe — az x=

k+r értéket veszi fel. Nyilvan az ezt megg kisérletekben az A esemény r-1-szer,

az A esemény-—szor kovetkezik be. Ekkor annak valos@iége, hogy aA esemény

ak+r kisérletsorozatban-szer kovetkezik be.
k+r-1
pk=P(E:xk):( (1 ]p’(l—p)" (k=0,1,2,..)

A ¢ eloszlasatr—ed rend negativ binomialis eloszlasnak nevezzik. Az elsszI

varhato értéke és szorasa:
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3.4.1.4. Poisson—eloszlas
A

|Ok:P(E=k)=k—k|e‘A k=0,1,2,..)

eloszlast aé valGsziriségi valtozo Poisson—eloszlasanak nevezzik, ah0l egy
tetsdleges valdos szam. Poisson eloszlast kovetnek pitt adé alatt lejatszodo
események szama, baktériumok, sejtek szama.egy téflmgatban, balesetek szama
egy idintervallumban, stb.

A Poisson—eloszlas és a binomialis eloszlas k&zittos a kapcsolat. Ha a binomialis
eloszlasbam nagy és a vizsgéalt esemény valégzége g ertékeO0-hoz kozeli érték
(aznfy szorzat értéke 5), ilyenkor ad = nf valasztassal a binomidlis eloszlas jol

kozelithet a Poisson—eloszlassal:

n k n—k )\k -\
=" e
(kjp T

A Poisson—eloszlas varhat6 értéke és szoérasa:
M(&) =A

D(E) = v/A
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3.4.2. Nevezetes folytonos eloszlasok

3.4.2.1. Egyenletes eloszlas
Az egyenletes eloszl&sriiségfiiggvénye:

SZECHENYI TERV

0 ha x< a
1
f(x)=<—— ha a<x<b
b-a
0 ha x>b

Eloszlasfuggvénye:

0 ha x< a
Fx) = PE<x) =122 ha a<x<b
b-a

1 ha x>b

A varhat6 érték és szoras:

M(E) = ib

p(E) = 2=

QO

g
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° 2 )

Az egyenletes eloszlds eloszlasfliggvénye

1/(b—a)

o
a b

Az egyenletes eloszlds stirliségfliggvénye

3.4.2.2.Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszl&sriségfliggvénye:

0 ha x<0
f(x) =
de™™ ha x>0

ahol x>0 tetséleges pozitiv szam.

Az exponencialigloszlasfiiggvény alakja

0 ha x<0
F(x) = P€<x) =
1-e®™ ha x>0

A véarhato6 érték és szo6ras:

1
M(E) = —
A
1
DE) = —
A
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Exponencialis eloszlas

Az exponencidlis eloszlas sdrliségfliggvénye:

Q <0,
o ={ e 250

Exponencialis eloszlas

A
4

A
paraméter( exponencialis eloszlastinak nevezziik, ha eloszlasfliggvénye:

5o z <0,
F(z)_{l—e"“, z > 0.

ahol  2>0  t50sitett

o]

Az exponencidlis eloszlasfiggvény

Az exponencialis eloszlas altalanositott alakja a eibMI—eloszlas, amelynek

siiriiségfliggvénye (c > 0 és> 0 allandok):
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cr X '™ ha x=0
f(x) =
0 ha x>0

Eloszlasfuggvénye:
1-e® ha x=20

F(x) =
0 ha x<O0

A Weibull-eloszlas egyik sajatsagos felhasznal@siilete a gyogyszerkinetikai
vizsgalatok.

3.4.2.3.Gamma—eloszlas
A & valbsziriségi valtozoA paramétdr, T—edrend A—eloszlas @riiségfiiggvénye az
alabbi formaban adhaté meg:

p p-1
AF(D;) e™ ha x=0

f(x) =
0 ha x<O0

aholA>0 és p>0 &llanddk. Ha p egész szam, akkor:

M(p) = (p-1)!
A varhat6 érték és szoras:
p
M(E) = —
(€) X
_ P
D() = Y
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3.4.2.4.Béta—eloszlas

A & valosziriségi valtozo (p, q)-retiicbéta—eloszlasu, hérgségfiiggvénye:
Mx"‘1 A-x)" ha O<x<1
r(p)(a)
f(x) =
0 egyebként

ahol p > 0 és q > 0 allandok.

Az eloszlas varhato6 értéke és szérasa:

p
pP+q

_ 1 p Lo
PO = p+q\ p+qg+1

A szabadséagfok fogalmat Sir R.A. Fisher vezetteByg. statisztika szabadsagfokat — amelyet

M(&) =

df-el (degrees of freedom) jel6link a tovabbiakban Ggy definidljuk, hogy azN
mintaszambdl levonjuk az adott statisztika kiszastibz szilkséges, az adatokbdl mar
meghatarozott paraméterek k szamat.

df =N -k
3.4.2.5.F—eloszlas

Legyen az O6sszehasonlitani kivant két minta nosm@ibszlasu, elemszamuk Ms N, az
egyes populacidk variancidja (szérasnégyzewy és o,°. Az F-statisztikdt a
kovetkedképpen definialjuk:

NSt

NS

(N, -Do3
ahol s és ¢ a mintakbodl szamolt korrigalt varianciak (lasd &dis). Az eloszlas
szabadséagfokai:
dfi=N;—1 és df=N,—1
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Az eloszlas @risegfiggvénye:
LW}
K [F 2
fi+f,

(fll:F+ fz) 2

fi, 0=

ahol K a df és df szabadsagfokoktdl fugdgconstanseérték.

Az eloszlas gorbe alatti terlilete 1. Az eloszlakja az df és df értékekél fugg.

Az F—eloszlas varhato értéke:

M= N, haN=>3
N, -2
és szorasa
2 _
2: 2N2(N1+N2 2) (haMZS)

Nl(NZ _2)2(N2 _4)

F eloszlas

0,8

"3
n
GV

Z 06
0.4

f1=(n1-1) 01

f2=(n2-1)

00
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3.4.2.6. Normadlis eloszlas

Altalanos jeldlése: NY, 0). Az eloszlast Gauss-gorbének vagy harang gorbéneikjuk.

Sdr(iségfuggveény

(x-p)°

1 BN
e g
g 21T

T(x)=

£(x)
Inflexiés pont

vz |

34,1% 34,1%

13,6 % 13,6 %

L 22%
0,1 % 0,1%

H-30 u-20 H-o H p+o u+20 u+30

Normalis eloszlas tulajdonsagai
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Eloszlasfliiggvény

F(x) =

ol

)2
e 2‘7 dx

Normaleloszlas eloszlasfiggvénye

1.96; 0.975

~1.96; 0.025

(0]
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Standard normélis eloszlas jeldlése: N(0, 1)

inflexiés pont ——

2,2%
0,1%;

13,6 %

()

—

34,1%

34,1%

SZECHENYI TERV

<« inflexiés pont

13,6%

22% |
01%

-2

-1

0

1

2 3 z

Standard normalis eloszlésl

X
z=0

i1
O

z; a transzformacids képlet, amely segitségéveldietges normalis eloszlast standard

normalis eloszlasba (egyetlen ilyen alak van) éorsnalhatunk.
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Standard normalis eloszlas

slrdségfuggvénye

Standard normalis eloszlas

eloszlasfliggvénye

O(X) = & [e 2 dx
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Aszimmetrikus normalis eloszlasok:

@ SZECHENYI TERV

POSITIVELY SKEWED

Ehewed fo

5
et
L

the nghl

2

™ o

NEGATIVELY SKEWED

srtwid 1o the deft

T
i
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BI-MODAL

3.4.2.6.1. Normalis eloszlas aszimmetria mutatoi
Pearson-féle A mutato:

A mérszam (6nmagaban a szamlaléyjele az aszimmetria iranyat mutatja. Bal oldali,
jobbra elnyulé aszimmetria esetd&n>0, jobb oldali, balra elnytlé aszimmetria esefér 0.
Szimmetrikus eloszlas esetdn= 0. A méiszam abszolut értékének nincs hatarozott fels
korlatja, azonban mar 1-nél nagyobb abszolut éaé§yakorlatban ritkan fordul &lés
meglehetsen ebs aszimmetriara utal.

X—Mo
o

A=

F- mutato:

E mutatészam ugyanolyan feltételek mellett ad nyitzitiv és negativ eredmeényt, mintAaz
mutaté. Az F mutatd lényegesen kisebb értékkel jelzi a mar fukgyak tekinthet
aszimmetriat, mint aA.

— (Qs -Me) - (Me- Ql)
(Qs - Me) + (Me_ Ql)
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Kurtosis: a gorbe cslcsossagat jellemzi. Pozitiv érték esetécsosabb, negativ erték esetén
lapultabb a gorbe. Ertéke lebietg legyerD vagyO0 kozeli.

Skewnessa szimmetria tengel§t valé eltolas merteékeét jellemzi. Pozitiv értéktésgiobbra,
negativ érték esetén balra eltolt az eloszlaske&tghebleg legyerD vagyO0 kozeli.

Hamindkét értélegyszerrd vagy0 kozeli, akkor az eloszlasormalis.

3.4.2.7.2. Inverz normalis—eloszlas (vagy Wald):

A A 2
EXP{ — e [ X — I
Iy’ % .‘EII!‘E:n:Iz ) }

Nagyon sok hasonlésagot mutat a normalis elosztasBalra eltolt eloszlasok esetén
hasznélatos.

3.4.2.7. t-eloszlas

Az & valosziniségi valtozon szabadsagi fok&tudent-eloszlasunakt-eloszlasunak vagiy-
eloszlasunak) nevezzik, hirsségfiiggvénye:

flz) = i (HTH)

(@) (1+2)

ntl 3
2
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Lathato, hogy fenti (giisegfiiggvény ad-ra szimmetrikusn=1 szabadsagi fok esetén a
Student-eloszlas a1, p=0) paramétdr Cauchy-eloszlas.

3.4.2.8. Lognormalis eloszlas

Egy¢valosziriségi valtozo lognormalis eloszlasu, ha a valtogatimusa:

¢p=Ing
normalis eloszlasu.
Az eloszlas @wriségfliiggvénye:
1 _(Inx-m)?
—— e 2  ha x>0
-/2mox
f(x) =
0 ha x<0
Siriiségfliggveénye:
In{x
F(r):@(ﬁ) r>00>(
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)

Az eloszlas varhato értéke és szorasnéegyzete:

2

ME) =€ 2
D) = & (& -1

x)

3.4.2.9. Erdekes eloszlasok

3 dimenzids normalis eloszlas
slrdségfliggvénye

fixy)
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4. Adattipusok

A statisztikdban eg¥ valtozd mérésének a skalaja olyan osztalyozasttiehmely lehévé
teszi a valtozon kulonbézamatematikai miveletek végrehajtasat.

A megjelenités modszerét egyrészt a megfigyghltozo természete (diszkrét vagy folytonos
valOsziriségi valtozo), illetve a vizsgalat célja hatarozzeeg. Ennek megfeléén a
kovetked négy fontosabb skalatipust kilonboéztetjuk meg, jeggzvén, hogy minden
kovetked skalatipus orokli a felette I8 ymiveleti tulajdonsagait illetve Ujabbakkahmilnek:

4.1. Nomindlis skala

A legegyszeibb skélatipus, ahol a mérés eredményei kozo6tt azadgyeriséget €s a nem
egyenbséget tudjuk definialni. A statisztikai vizsgalaeéményeit osztalyokra, kategoriakra
osztjuk. A nomindlis adatok nem szamsga@hetek, és igy a legtobb targyalt statisztikai
mivelet nem hasznalhatd velik kapcsolatban. A skiélle€ket pusztan koédszamoknak
tekintjik, amelyek ko6zott semmilyen matematikaizaeisyt nem feltételeziink pl. nem=1
(férfi) és nem=2 (8). A nominalis skéla esetében a skalaértékoedlulasanak gyakorisaga
(modusz) vizsgalhato, vagy kontingenciatabla izkbet, azonban sem median, sem atlag
hasznalatanak nincs értelme a nominalis skalanal.

& -n értelmezheb miiveletek: =,#

4.2. Ordinalis skala

Az ordinalis (rendezett) adatokr6l nem csak eggégiket allapithatjuk meg, hanem
valamilyen elv szerint sorba is rendezhetfiket. Az iskolai osztalyzatok tipikus ordindlis
skalaju adatok. Megallapithatd, hogy egy négyepid az 6tds, de nem mondhaté, hogy a
harmas és a négyes kozott ugyanakkora a tudasls@ignimint a négyes és az 6tds kozott.
Tovabba nem igaz, hogy egy négyes kétszer jobht, @gy kettes (sem az, hogy fele annyit
tud). Szintén ordinalis pl. a dohanyzas mértéken(nmérsékelt, és dohanyos). A legtdbb
ordinalis skalan meért adatot elvileg arany vagyenvllum skalan is mérhetnénk, de ezt
valamilyen okbol nem tesszik (példaul jegyek helgeszerzett pontok jobban tukréznék az
iskolai teljesitményt).

E skalatipus esetében a median vizsgalhato, az ldsznalatanak ellenben itt nincs értelme.
Ordinélis adatok esetében altalaban a nem parassé&ttatisztikakat kell alkalmaznunk.

¢ -n értelmezhet miiveletek: =#, <, >

4 3. Intervallum skala

Az intervallum skalanél az egyes értékek kozottokbiség azonos, de mivel nincs eleve adott
0 pontjuk, igy aranyaiknak sincs értelme. A szaméitakind a nagysag szerinti viszonyokat
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megmutatjdk, mind az eltérés meértékét meghatarozakalaértékek kilonbségét itt mar
ertelmezni tudjuk. Legismertebb intervallumskal€elsius-fok skala vagy Fahrenheit skala.
lgaz, hogy a 20 °C és a 22 °C kozotti kuldonbségnagoa 32 °C és 34 °C kozotti

kulonbséggel. Azonban nem igaz, hogy a 10 °C keétsitgan meleg, mint az 5 °C.

Intervallum skaldn adjuk meg a datumokats vagy @zérttéket is. Az intervallumskéla

nullapontjanak és egységpontjanak a meghatarozsmeigallapodas kérdése. Itt mar
szamolhatunk atlagot, mivel a nullapont eltolasa néltoztatja meg az atlag relativ helyét az
atlagolt szamok kozott.

& -n értelmezheb miiveletek: =#, <, >, —

4.4. Arany skéla

Az aranyskala az intervallumskala jellehzl rendelkezik, emellett tartalmaz egy abszolut
nullapontot is. Az aranyskalara igaz, hogy az @itékranyanak jelentése van, példaul a 6 kg-
0os cukroszacsko kétszer annyi torinequint egy 3 kg-os. Ehhez az kell, hogy legyen a
skdlanak nulla pontja, és ezen nulla pont ne oréenegyen. Magassagméreseknél a
nullapont a0 magassaghoz tartozik, ugyanigy tdmegmerésnél ttmeghez. A Kelvin
homérsékletsalana pontja is adott, nem ugy a Celsius skala 0 poatjgelyek énkényesen
valasztottak (pl. viz fagyaspontja). A legtébb madatunk aranysalan mért, a legtébb itt
targyalt statisztika alkalmazhaté aranyskalara.

& -n értelmezheb miiveletek: =#, <, >, —, /

5. Adatredukcio

Azt az eljarast, amelynek soran az adatokbdl obgaimertékeket (paramétereket), statisztikai
mutatdkat hatdrozunk meg, amelyek az adatok stiasziselkedését jol jellemzik,
statisztikairedukcionaknevezzik. Az eljaras réevén az adatok jelléitnegyetlen szameértékbe
tomoritjuk.

5.1. Kozépérték

Mi a kdzépérték: azonos fajta szamsizadatok k6zds jellendie.

Kovetelmények:

a) Szamitott kozépérték:kdzbend helyet foglaljanak el az adatok kozétt , azaz
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b) Helyzeti kbzépérték:tipikus értekek legyenek (az adatok kozott gyakomduljon
elo).
c) Legyenek kbnnyen meghatarozhatok és egyéitzirdefinialva.

Kozépértek fajtak:

Kozepertékek

/\

Szamitott kdzepértekek Helyzeti kdzepértekek

/ N\

Aritmetikai Harmonikus Modusz Median
atlag: x atlag: y, Mo Me
Geometriai Kvadratikus

atlag: ¥, atlag: x,

5.1.1. Szamitott kozépértékek

5.1.1.1. Aritmetikai atlag (Szamtani atlag)

Az a szam, amelyet az atlagolandd értékek hely@medzok dsszege nem valtozik

N

N _ _ N _ _ in N
DX TR F K X F Xy T XFEXFEXF XD X :N&:N%:in

i=1 i=1 i=1

Sulyozott szamtani atlag
A mert ertékek kozott egyes értékek tobbszordtoellulnak valtozé gyakorisagokkal. Ebben

az esetben a szamtani atlag meghatarozasanak médja
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N
ahol { az egyes értékek gyakoriségags‘i =N.

i=1

Az aritmetikai &tlag altalanos formaja

N
DX
KT XX,

N N

Megjegyzések:

a) Az altaldnosan elfogadott szokas az atlag értekaregjadasara, hogy jegyeinek
szama egy értékkel legyen tbbb, mint a mért adekeinek szama.

b) Az atlagtdl valo eltérések algebrai 6sszege 0
N J—
Z(Xi - X) =0

i=1

merta)_ -kravonatkozé azonossagokat felhasznélva irhat6

;Nl(xi _X):gxi —;le=ilexi _:21Xi =0

c) Hianyz6 eértékek esetén (ha szamuk nem nagy)eZeket az értekeket az adatok
atlagaval helyettesitjiuk, akkor a helyettesitéssidovetett hibak négyzettsszege a
minimalis lesz.
d) Ha egy minta két (vagy tbbb) részmintabdl {6 eb, akkor a teljes minta atlagara
igaz
N, X1 + N, X2

N

ahol N és x az el$ minta, N és % a masodik minta nagysaga és atlaga, N az

X =

egyesitett minta nagysaga (N £ NNy).

e) A szamtani atlag out-liers (kil6gd vagy extradatok esetén nem jellemzi jol a
sokasagot, érzékeny az ilyen adatokra.
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5.1.1.2. Mértani atlag

A mértani atlag tulajdonsdga, hogyha a megfigyelt értékeket a mértani atlaggal

helyettesitjik, akkor szorzatuk az eredeti értékek szorzataval egyezik

_ _ _ _ _ N
Xg Xg Ko [..0Kg = Xg =%, X, X, OOk, = |‘J X

Az X1, X2, X3, ..., Xu megdfigyelt pozitiv értékek mértani (geometriaipgta

Xg =Nx ¢, O 0. 0K, = N/ﬁ X,

A mértani atlagot gyorsabban megkaphatjuk, ha redeti adatok logaritmusanak

ahol [ a produktum jele.

0sszegét elosztjuk az elemszammal

ilogxi

logxg =

Innen az atlagot az antilogaritmus felhasznaldséxexjik
Xg = antilog(log}g)
A mértani atlag kiszamitasanal tgyelni kell atma,az értékek kozott az 0 érték is
szerepel akkor a szorzat is és a mértani atla@ lissz. llyen esetekben a mértani atlag
meghatarozasanak nincs értelme.

Sulyozott mértani atlag kiszamitasa a

Xg =K%/ k2 D 0.0
formulaval térténik ahol
K=fi+f+f3+..+%
A mértani atlagot akkor célszemlkalmazni, ha az értékek szorz@anal nagyobb

szam és a mért eértekek exponencidlis eloszlasikgloiencialisan ének vagy csokkennek).
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Extrém adatokra kevésbé érzékeny. A szamtani égréamn atlag viszonyara a kovetkez

relacio az igaz

x|
Q
IN
x|

5.1.1.3. Harmonikus atlag

Ha azx megfigyelt értékek helyébe a harmonikus atlagatzids, akkor reciprokaik 6sszege

az eredeti értékek reciprokainak 6sszegével egyezik

1 1 1 1 1 1 1 1 1 N1
j+j+,—+_,_+j=n,—=—+—+—+_,,+—=z—

Xn  Xnh  Xh Xh Xn X3 X, X3 Xn o =X

A harmonikus atlag kiszamitési formulaja

ih:

A harmonikus atlag kevéshé érzékeny a $zéiges értékekre. A, értéket mint atlagos
tulélési idst, atlagsebességet, atlagteljesitményt (azoniartdmra vonatkozdéan) szamitjuk.

A sulyozott harmonikus atlag meghatarozasa

formula alapjan torténik.

AZ Xn, >_<g ésx értékek kozott érvényes a kovetkegsszefliggés

x|

th ng

5.1.1.4. Négyzetes atlag

65

Semmelweis Egyetem

Cirn: 1085, Budapest, UlI&i 0t 26, B :
Telefon: +36 (1) 459-1500 MAGYARORSZAG MEGUJUL
E-mail: hireki@se mrnelweis-univ.hiu
Haonlap: http:/fsemmelweis-eqyvetern.hu

A projektek az Eurdpai Unid
tamogatdsaval valosulnak meg.




) SZECHENYI TERV

Meghatarozasa

Ha az értékek helyébe a>_zq—t tesszik, és vesszik négyzeteik dsszegét, akkmall a

kovetked egyenbseg

A négyzetes atlag érzékeny a out—liers adatokrealfazasa akkor kerll@érbe, ha a mért
ertékek kozott pozitiv és negativ értéekek egyaeddfordulnak, de csak az értékek abszolut
nagysagat kivanjuk kozépértékkel jellemezni. llyesetben az é&elek jelentségébl

eltekintink. Jelerdsége az adatok szérasanal lesz.

Az Xq 6s azx értékek kozott a kapcsolat

Atlagokkal kapcsolatos megjeqyzések

a) Pozitivx eértékek esetén, a négyfajta atlag viszonyara mirngaz az alabbi
Osszefliggés:

Xpmin <Xh S Xq S X< Xq < Xjay

Konstansy értékek esetén nyilvan mindegyik atlag azonos.

b) A mértani és a harmonikus atlag a nagyon atacs® kvadralikus atlag a nagyon
magas értekekre érzékeny.

¢) Hasznalatos az Utrimmed meapamikor kilogo értékek miatt pl. elhagyjuk a minta

also és fels 5%-at.
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5.1.2. Helyzeti kbzépértékek

5.1.2.1. Modusz

A modusz (M vagy diriisodési kozéppont) a mintaban az az érték, amely a
leggyakrabban fordul él Ha az értékek egyforma gyakorisaggal fordulndkaemintaban,
akkor a moduszt nem lehet egyértésiteni. El$sorban intervallum vagy aranyskalan mert
adatok jellemzésére szolgal, de kvalitativ adatsletén is hasznalhaté. Tobb csucsu
eloszlasndl szintén hasznos az adatok jellemzésére.

Folytonos eloszlas esetén (pl. normalis elosAdaapdusz a gérbe maximum értékénél
van. Ebben az esetben nem beszélhetlink olyan &@rtékrely a leggyakrabban fordulbehz
adatok kozott. Meghatarozasa az osztalyk6zos gigdgrintervallumok alapjan becsléssel
torténik.

Csoportositott adatok (egyénlhosszusagu intervallumok) esetén a modusz
meghatarozasa a

Mf
Mo=X, +———*h,
° Mf, +Mf,

formuléaval torténik, ahol

X, :amodalis osztalykoz also hatara

Mf; : a modalis osztalyk6z és az azt mégeélosztalyktz gyakorisaganak kilénbsége
Mf, : a modalis osztalyktz és az azt kévesztalykdz gyakorisdganak killonbsége
h : a modalis osztalyk6z hossza

5.1.2.2. Median

A median (Me) a nagysag szerint névékicsokkeid) sorrendbe rendezett adatok
kozott a kozéps erték, az az 50%-0s metszési pont vagy az adalaksfpontja (2.
kvartilise), mivel a nalanal kisebb illetve nagyaodiékek gyakorisaga azonos.

A median a kiugré értékekre nem érzékeny, mivst&l$ értékek nem befolyasoljak
nagysagat. A median a szamtani kézepet potoljeeféadzimmetrikus) eloszlasoknal vagy

extrém értekek éfordulasa esetén. Ordinalis, intervallum vagy askalan meért adatok
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jellemzésére hasznalatos. Nevezetes tulajdonségg, dz adatoknak egy konstanstol vett

eltéréseinek dsszege akkor minimalis, ha a konstanediannal azonos:

N

> |%; =¢ =minimum ha c = Me

i=1
Ertékét (raciondlis szam) a nagysag szerint renteagatokbdl kétféle moédon lehet
meghatarozni
a) Ha az adatok szama paros:

akkor a két kozépsertek szamtani kozepe lesz a median értéke.

b) Ha az adatok szama paratlan:

akkor a kozégsertek a median.
Csoportositott adatok esetén kiszamitasa a

Me=x, + 2 —«h

képlettel hatdrozhat6 meg, ahol

X. . amedianosztaly alsé hatara,

f._,: az ebzd osztalykozhoz tartozé kumulalt gyakorisag,
fi . amedianosztalybadéslemek szama,
h :az osztalykdz hossza,

n :aminta elemszama.

5.1.2.3. Kvantilisek

A kvantilis értéekek a méréssel, megfigyeléssel nyelsorban kvantitativ adatok
rendezésére, azok eloszlasanak megismerésére Isaklg&zek az értekek az adatok
elhelyezkedésének tomor leiraséat adjak.

A kulonbos kvantilis értékek meghatarozasa ugy torténik, hagel$ [épésben az adatokat
nagysag szerint noveéheg rendezzik, majd a minimum és maximum értékedial al
meghatarozott tartomany szamu, egyefil részre osztjuk. Az egyes tartomanyok dels

hataranak értékei lesznek a kvantilis értékek.
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Nevezetes kvantilis értékek:
a) median (Me): a rendezett adatokat két résszzguk a median alatt és folott
az értekek 50-50%—a szerepel.
b) kvartilisek (Q-4): a rendezett adattartomanyt 4 részre osztjuk3 ikyartilis
ertéket kapunk:
Q = 25%-—o0s rész értéke (also kvartilis)
Q = 50%-—o0s rész értéke (median)
@ = 75%-—o0s rész értéke (félkvartilis)
c) kvintilisek (K;—s): a rendezett tartomanyt 5 részre osztjuk
d) decilisek (Q_1¢): a rendezett tartomanyt 10 részre osztjuk
e) percentilisek (P109: a rendezett tartomanyt 100 részre osztjuk. Ennek
kilondsen az epidemiolégiaban van jdlerdgzerepe (5% és 95%-0s értekek

tartomanya).

5.2. Sz6rédéasi mutatdk

Az adatok egymastdl valo eltéréseit, variabilitaseevezzik szorddasnak vagy
diszperzionak, amelyet egyetlen szammal fejezzikMeghatarozasara tébb statisztikai
mutato hasznalatos

— a terjedelem (R)

— az interkvartilis terjedelem (IQT)

— atlagos abszolut eltérés

—szoras (s)

— relativ szo6ras (V).
5.2.1. Terjedelem
Az adatok kozt éiforduld legnagyobb és legkisebb érték kulonbségeerzik a szordédas
terjedelmének

R= Xmax— Xmin

69

Semmelweis Egyetem

Cirn: 1085, Budapest, UlI&i 0t 26, ) 7
Telefor: +36 (1) 459-1500 MAGYARORSZAG MEGUJUL
E-mail: hireki@se mrnelweis-univ.hiu
Haonlap: http:/fsemmelweis-eqyvetern.hu

A projektek az Eurdpai Unid
tamogatdsaval valosulnak meg.




) SZECHENYI TERV

Az érték az outlier adatokra nagyon érzékeny.

5.2.2. Interkvartilis terjedelem
A nagysag szerint sorbarendezett adatok tartomamgitedelve kapjuk meg4adb egyend
elemszamot tartalmazo intervallumot. Az egyes viatmmokat elvalaszto értékeket (@,
= Me, @) nevezzik kvartilisnek. A fels (Qs) és alsé (@ kvartilis kilénbsége az
interkvartilis terjedelem

IQT=Q:s-Q
Adataink minél kevésbé varidbilisak, annal kbzelghbnak egymashoz a kvartilisek, illetve
az ellentetje is igaz: minél tavolabb vannak egydiégannal nagyobb az eltérés az adatok
kozott.
Az 1QT annak az intervallumnak a hossza, amelykeadatok kozégs50%—a helyezkedik
el. A szérodasnak ez a mutatdja az outlier értékaelam érzékeny, de segitségiikkel ezen
ertékek kideritheéik.

5.2.3. Atlagos abszolut eltérés
A szoOrddéasnak ez a nédzama az outlier értékekre kevésbé érzékeny. Assmém az
atlagtél szamitott eltérések abszolut értéekeingkaantani atlaga

N N

;‘Xi_;‘ 2.ldi

= = ahol d= x —x
N N d=x

)

Csoportositott adatok esetén

N _ N
Zfi\xi ~X Zfi\di\
6: i=1 — =l

N N

5.2.4. Szoras
A leggyakrabban hasznélt szér6dasi mutatd, a st&@s modszerek zdme ugyanis a
szorasanalizisrépull. A szOras (standard deviation, SD) az adatokazaatlagtol vett atlagos
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eltérését jellemzi. A szdréstel, ennek négyzetét a szérasnégyzetet (variarstidt)jeloljik.
Az &> meghatarozasara két lebmtg van

a) Tapasztalati szérasnégyzet a mintaatlagtol eladbések négyzetének az atlaga

N

Z(Xi _i)2
g2 = i
N

Négyzetgyoke a tapasztalati szoras s*.
A tapasztalati szOrasnégyzet egy véletiefitiggo valdsziriségi valtozd, amelyt azt varjuk
el, hogy a varhat6 értéke a populacié szérasnééyelto?) legyen azonos. Gyakorlatilag
azonban ez nem teljesiil, ezért%aéstékét moédositani kell.

b) Korrigalt empirikus szérasnégyzet varhatd étélz elméleti szorasnégyzer’Y

lesz, ha a nevében az N helyett N-1 szerepel (df=N-1)

: :(Xi -xf ixz_@xij

g° = =
N-1 N-1

M(s?) = ¢*
Nagy mintaszam esetérf £s § kozotti eltérés nem jelets, gyakorlatilag elhanyagolhaté.
Ha a mintabeli elemek gyakorisagukkal adottak (osmysitott adatok esetén), akkor a
korrigalt empirikus szérasnégyzet
ifi (Xi _;)2
2 i=1

s =-
N-1

5.2.5. Variaciés egyiitthato
Aranyskalan meért adatok szorodasanak relativ nagysanéri. Dimenzié nélkili mutato,

amely a szoras atlaghoz viszonyitott nagysagatifkj#—os formaban:
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V= >100%
X

A relativ sz6ras az adatokon végrehajtott transzémioknak megfeléen az alabbiak szerint

valtozik:

5.2.6. Relativ variaciés egyutthato

A varidcios egyutthatd masik hasznalt formaja

V. =— > [100%

" xa/N

Normalis eloszlastoél valo eltérés esetén a rekdras hasznalata kerulénd

5.2.7. Atlag szorasa
Az atlag szorasa vagy standard hibaja (standaod ermean, SEM)

5.2.8. Median szérasa
Nem normdlis eloszlas esetén az adatok jellemzésgrétlag helyett a mediant és annak

szorédasat hasznalhatjuk. Ez az adatoknak a meétidait abszolut eltéréseinek medianja.

Példaul tekintsiik az alabbi adatokat:
30, 40, 50, 80, 90
Az adatok medianja az Me = 50. Vegyiuk az adatokabseltéréseit a mediantdl
[30-501%20, [40-50=10, [B0-50F30, [©0-50F40
Rendezett formaban a kilénbségek:
10, 20, 30, 40
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~ 20+ 30_

Ennek medianjdve = 25

igy a median szorasa

Me = Me= 50t25

Normalis eloszlas esetén a median szérasara
3Me
2
robusztus becslést hasznalhatjuk. Normalis elosnélett ha a mintaszam nagy, akkor a
median szoérasa

_ 1253[s

Se
M m

amely kifejezés pontosabb eredményt ad.

5.3. Grafikus abrazolas

5.3.1. Atlagtszéras abrazolasa

A tudomanyos szaklapokban megjélehtzlemények szinte mindegyike alkalmazza az
adatok tulajdonsagainak bemutatasara az atlagg8ras egyidéjabrazolasat. A k6zos abra
neve az Un. kalapacsos abrazolas: az atlagot asatppmal abrazoljuk, s erre helyezzik ra
az adatok szorasértékét kis kalapacs formajabailyéaz abraknal j6l érzékelhietz atlag és

szOras viszonya és kulonodsen csoportok megadasénegeualisan 6sszehasonlithaték az

egyes csoportok atlagai és szorasai.

5.3.2. Box and whiskers plot dbrazolas
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A box and whiskers abrdzolds mintegy kiterjesztathagrszoras altal nydjtott informéciokat,
atfogobb, teljesebb attekintést ad. Nag§nge ennek az abrazolasi technikanak, hogy az

0sszes informaciot egy abra tartalmazza.

Categ. Box & Whisker Plot:  kor
16.5 .

164

16.3

16.2 |

16.1 | S —

16.0 1

Eletkor

L

15.8 1

15T T

156 |

o Mean
155 : : [ ] Meant5E
Féri Né T Meant1.96*SE

5.3.3. Kiugro értékek (outlier) vizsgalata

Az olyan adatokat, amelyek az eloszlas kdzg#pgétol helyezkednek el kiugrd, vagy extrém
(szél$séges) értékeknek nevezzik. Az alapsokasagtél ‘edddakadas" szarmazhat téves
egyén meresekor, megfigyelési hibabol, asmer téves leolvasasakor, de szarmazhat olyan
egyedi tulajdonsagbdl is (ami azéészervezetben nem ritka), amely nincs meg a tobbi
egyednél. llyen adat(ok) esetén a helyes eljara®iazlupla statisztikai szamitast végzink:
egyszer benthagyva az adatok kozott, egyszer pebapyva végzink statisztikai probat,
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hogy befolyasanak hatasat megismerjik. Az ilyegkék grafikus ellefrzésére a box-plot
eljarast alkalmazzuk, amely a box and whiskerszuiéd tovabbfejlesztésének is tekinthet

Az abrazolas soran kiugré értéknek bizonyult adatokindig meg kell vizsgélni. Ha csak
adathiba |épett fel azt egys#idrorrekcidval javitani lehet. Ha a kiugré adat edjyleatasbol
adodik, amely a tobbi egyedre nem lehet jellénakkor az ilyen értéket célsiekihagyni a
tovabbi elemzéshh. A biometriai vizsgalatok soran altalaban nenziedk kilénbséget az
enyhe és extrém kiugré értékek kdzott. Eppen dtaélevizsgalatok fontossaga miatt csak a

belss hatarokat hagyjuk meg, és az azon kivili értékeldegyikét kiugro értéknek tekintjuk.

Categ. Box & Whisker Plot
16.6

164

16.2 1

o
i

16.0 |

158 |

Eletkor

166 ———
154
165.2 1

18.0 ¢ o .
O Mean

[ ] MeantSE
14.8 : : T Meant1 96*SE
Ferfi Ma o Qutliers
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6. Konfidencia-intervallum

6.1. Megbizhat6sagi tartomany jelent 8sége

Konfidencia-intervallum (jel6lésben: Cl) adott sziiikancia szinten a becsult valtozé (pl.
populaciés atlag, g alsé és fels korlatja: olyan intervallum érték becslést ad egy
paraméterre nézve, hogy az 1ralosziriséggel esik ezen korlatok kozé. Ez sok esetben jobb
mint egyetlen becsilt értéket megadni. Eztlaz szintet sokszor szazalékban adjak meg;
példaul 95% a tipikus érték.

Az intervallumbecslés szembeallithatd a pontbeeklésd. A pontbecslés egyetlen értékkel
becsli meg az adott paramétert: azt mondja, hog958l-os valdsziiséggel kozel van ehhez
az értékhez. llyen paraméter pl. varhato éftékvagy a szorako).
A konfidencia-intervallum elemzésnek harondérgle van a ké&tbb ismertetend hipotézis
vizsgalatokkal szemben:

a) a vizsgalatok eredményei értelmeshket hasznélt mértékegységre nézve,

b) tajékoztatast ad a hipotézis relativ pontosshga

c) az eredmények vizualisan is megjelenitket

A grafikus abrazolas célja az, hogy mindegyik cstrpo(pl. a vizsgalt paraméter atlagara)
meghatarozzuk a 95%-o0s konfidencia-intervallumail@szoljuk a tartomanyokat. Az alabbi
harom eset valamelyike lehetséges (fuggetlenll r&idencia-intervallum megbizhatésagi

valbsziriiségébl)

a) Ha a két intervallum egyaltaldan nem fedi egytaiskor a két csoport atlaga kozott
szignifikans kilénbség van.
b) Ha az egyik intervallum a masik atlagat isatmniazza, akkor az atlagok kozott

nincs szignifikans kulonbség.
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6.2. Atlag megbizhatdséagi tartoméanya

a)Ha ismert ao értéke

o = o
Spsx+zx —=Cly

Cl=x-z* m N
ahol
X: a mintaatlag
0. az alapsokasag szo6rasa

N: a mintanagysag
z*: a megbizhatésagi valoséigéghez tartoz6 standard normélis

eloszlasbdl szarmazé z érték (leggyakoribb értékek)

Megbizhatésagi szint z*
80% 1.28
90% 1.64
95% 1.96
99% 2.58
99.9% 3.29

Az x—re szimmetrikus

(;_zgi, ;+sz]

IN IN
konfidenciaintervallum az eseteknek 10a{1-%—ban tartalmazza az alapsokasag ismeretlen
M varhato értékét. Ha = 0,05 (5%), akkow 95%—ban ebben a konfidenciaintervallumban
lesz benne és 5%—ban pedig ezen kivil. A szamblégzéséhez sziikséglink van az elméleti
szoras @) ismeretére, amit irodalom kutatas alapjan meghbetink, vagy kévetelményként

definialunk.

b) Ha csak a mintabeli szoras (s) ismert
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cnﬁ-f%sushtu%:mu

vagy

p— * 52 —_— * SZ
CI|_=x—t WSUSX“Lt W=C|U

A t* értékét a Student—eloszlas alapjan hatarozzukdihegN-1szabadsagi fok
ismerete mellett.
A CI szamitdsokra vonatkozoan, ha a megbizhatosagivatitenok pl. 95%-a

tartalmazza az alapsokasag becsiilt, ismergtlearhatd értékét az alabbi modon irhaté fel:
a = 0,05 értéke mellett

a)ha gismert

— o — o
P(x—-196—<u<x+196—)= *+a= 095
T N

b) ha csak az s ismert
- S - o
P(X_ %_OSWS [JR X+t005ﬁ) =1-a=095

6.3. A t-eloszlas tulajdonsagai:

1) varhat6 érteke

2) a variancia nagyobb 1-nél, hatartértékben 1kibeelit

3) szimmetrikus

4) értelmezési tartomanyaso-,

5) eloszlas-csalaa;1 a szabadsagi fok, minél kisebb a mimda énnal nagyobb a
bizonytalansag, nagyobb a széras

6) at-eloszlas a normalis eloszlashoz tartnha . Minél nagyobb mintabdl becsliink annal
jobb lesz az atlag szérasanak becslése is. Altalab&0 esetre a konfidencia

intervallumhoz a normalis eloszlas tablazata medfel
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A konfidencia-intervallum altalanos mdodja mintababmolt szorassal (s)

= s
CIL _X_t(a,N—l)ﬁ

= s
Clu _X+t(cx,N—1)W

ahol
N-1: szabadsagi fok

t (a, N-1): az unt-kritikus érték, amelyet &tablazata oszlopabdl és N-1 sorabdl
lehet kiolvasni.

7. Hipotézis vizsgalat
7.1. Hipotézis fogalma
Hipotézis: az alapsokasag paramétereire vagy az alapsokasapshra vonatkozo felteves.

A gyakorlatban két hipotézissel dolgozunk:

Ho: null - hipotézis
H,: alternativ hipotézis.

PI. két minta atlagokra vonatkoz6an formailag mggfmazva

Ho: 1= p2 vagyus- p2=0
Hi a# o

Hipotézisellersrzés: az a statisztikai modszer, amelynek segitségéwelvétetlen minta
alapjan eldontjuk, hogy az adott hipotéfit) elfogadhat6-e vagy sem. Az olyan eljarast,
amelyik a mintak alapjan dordtatisztikai probanakevezzik.
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Hipotéezisek megfogalmazasa

H
H, H,

H,: Y=500g H . X=500g
ezt tesztelyik ezzel szemben
1) ]
Statiszhika Enol kozvelve
proba alapjan dontunk

|' elfogaduk
dontés .
| elvetyik

7.2. Szignifikancia-szint

p-érték (empirikus szignifikancia-szint)

Az a legkisebb valosziiség, amely mellett
a vizsgaltH, hipotézist elutasithatjukd,
hipotézissel szemben, azaz, ahol éppen az

elfogadasbdl az elutasitasba valtunk.
Dontés a p értéke alapjan:

p < a: Hyt elvetjuk (elfogadjuk Ht)
p = a: Hyt elfogadjuk
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Dontés

Ha a probafiiggvény értéke az E tarto-
manyba esik. a tapasztalati adatok o
szignifikancia szinten nem mondanak
ellent a nullhipotézisnek. (H -t elfogadjuk)

Ha a probafiiggvény értéke a K tarto-
manyba esik, a nullhipotézist elvetjiik es

az alternativ hipotezist fogadjuk el. st
= elfogadjuk)

7.3. Statisztikai probak fajtai

Prdobak
» Kétoldali préba: két oldalrél allit als6 és
felsé korlatot (a feltételil valo eltérés
tényét vizsgaljuk, irdnyat nem).
» Egyoldali proba: csak az egyik iranyban
allit korlatot (csak ilyen iranyu eltérés
lehetséges vagy fontos szamunkra).
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Kétoldalu préba:

Ho: %, =¥, (nincs valtozas az atlagok kozott)

Ha: Z,t;z (az atlagok nem egyeidk (van valtozas: nbvekedés vagy
csokkeneés a beavatkozas utén)

- ~<
-~ ~

095
K ritikus ; L7 AN : K ritikus

tartomany | 2 Elfogadasi S tartomany
P tartomany N

-30 -25 -20 -15 -10 -05 O 05 10 15 20 25 3.0

H,: elfogadas | <------- Hoelfogaddsa ~  ------ +> | H,: elfogadas

Kétoldalu hipotézis vizsgalata

Egyoldalu préba:

Ho: x,=x, (nincs valtozas az atlagok kozott)

Hy x,<x, (az atlag i a beavatkozas utan)
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o 0,95 N
L7 N N i Kritikus
P Elfogadasi RN tartomany
i tartomany N l
- ‘ m
1]
H, elfogadéasa H,: elfogadas

Egyoldall hipotézis vizsgalata

7.4. Hipotézis vizsgalat dontési tablazata

Meg kell hatarozni az alabbi hipotéziseket a vilaga
inditasa eitt:

Hy: Null-hipotézis

H,: Alternativ hipotézis

Dontési tablazat
Valoshelyzet

H,igaz H, hamis
H, elfogadéasa Helyes dontés | Masodfajd hiba
(1-0) (B hiba)
H, elutasitasa Elséfaju hiba Helyes dontés
(a hiba) (Power = 1B)
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Elkdvetheto hibafajtak

e Type | error (a hiba vagy szignifikancia
erték): annak valdszifsege, hogy
elutasitjuk a valds g hipotézist.

» Type Il error( E hiba): a hibas H hipotézis
elfogadasanak valosZisege.

« Power: a téves Helutasitasanak
valoszirisége Power = 1 -f3.

Ertelmezések
1 - a: elfogadom a H, mikor az

Hp: p1# p2
a: elutasitom H, mikor az

Hpi: p1# p2
1 - B: elutasitom a H, mikor az

Hp: p1# p2
B: elfogadom a H, mikor az

H;: p1# p2
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Type Il error ()

Ho: g = po Hip=m

1 1 1 1 1
10 42 44 46 48 50 52 54 56 58
w =52
B = 0.0096
B = 0.0694

u = 5L.5
wy = 50
4 =485

! 1 1 1 1 1

40 42 44 46 48 50 52 54 56 58

Sokal: Biostatistics, 1982, 164. oldal

1. dbra ha az alternativ hipotézisbeH;J megjeldlt varhato értéku(=54) tavol esik aHo-ban
megjelolt varhato értést (Lo=45.5), akkor kicsi az atfedés, kicsp @rtéke is.
5. abra ha az alternativ hipotézisben megjel6lt varhati@&ké (11=54) kozel van aHq-ban

megjelolt varhato értékhepd=45.5), akkor nagy az atfedés, annal nagyopledéke.

A mintaelemszam novelése csokkenfia
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7.5. Power-fogalma

A statisztikai proba ereje

» A valédi kilénbség kimutatasanak
valészirisége P=18.
» Gyakorlatilag egy igaz munkahipotézis vagy

alternativ hipotézis elfogadasanak a
valészinlUsége.

» Minél kisebb az a, annal ritkabb, hogy H, -t
tévesen elutasitjuk, de annal gyakoribb, hogyt H
tévesen elfogadjuk (masodfaju hiba)

Az elso- és masodfaju hiba
csOkkentese

Minta elemszamanak novelése.

Pontosabb mintavételezés (szoéras
csokken).

Lehet-e az elso- és masodfaju hibat nullara
csOkkenteni? Valasz: NEM.

A véletlen hatasokat nem tudjuk Kiiktatni.

7.6. Hipotézis vizsgalat menete
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A hipotézis vizsgalat menete

A null- és alternativ hipotézis megfogalmazasa.
Probafliggvény keresése/szerkesztése.
Elore rogzitett szignifikanciaszint mellett az

elfogadasi és elutasitasi tartomany
megszerkesztése.

A probafuggvény empirikus értékének
meghatarozasa.
Doéntés:az eredmény klinikailag relevans-e?!

8. Power analizis

8.1. Mintaszam meghatarozasa

A mintavalasztasnal arra torekszink, hogy olyantaminalasszunk, amely szikséges és
elegenden nagy a szignifikans kulonbség biztos kimutatdsalgyanis, ha a mintank
indokolatlanul nagy, akkor csokkentjik a Cl-t (miiatésagi tartomanyt) és klinikailag
erdektelen kulonbségeket is szignifikans kilénbéagknutatunk ki. Forditva: a sztikségesnél

kisebb mintaszam pedig nem alkalmas ténylegesefénéekiilonbségek kimutatasara.

8.1.1. Az atlag becsléséhez szilkséges mintaszam
Az eldfaju (0) és a masodfajuf] hiba értéke lehéséget ad a mintaszam
meghatarozasara. Kétoldalu probat feltételezve hatégozhatjuk azés g értékeket ($-ra

mindig egyoldalu prébat alkalmazunk):

Az a ésp értékekhez tartoz6 kritikus értékek
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za:X_llo és ZB—X_Lll
o o
VN JIN

Az egyenletekdl x—t kifejezve és egyetvé téve a két oldalt az N meghatérozhaté

N {(za —ZB)I:(D}Z
M1 ~Ho

8.1.2 Két atlagérték tsszehasonlitasahoz sziikségeataszam
A két minta kozépértékei kozotti szignifikans e#® kimutatdsahoz (azonos

“ s

2
N :ZEE(ZG _ZB)E)-:|
H1~Ho

Az N értéke mindkét csoportra vonatkozik, (azonos |étszésoportok).
A szikséges mintaszam megéallapitasanal vegyuklégye az aldbbiakat:

a) A szamitasnal feltessziik, hogy a két populéeifrasa azonos. A becsllt
szorast irodalmi adatok vagy pilot—study 6(@ksgalat) alapjan meghatarozhatjuk. Minél
nagyobb a széras, annal nagyobb lesl arteke is.

b) A szignifikancia szint) értéke altalaban 0.05. Alacsonyabb értékNaz
ertékét noveli.

c) A masodfaju hibap) értéke szintén befolyasolja a¢ értékét. Minél
alacsonyabbra valasztjuk értékét (vagyis emeljilowernagysagat (P=}, annal nagyobb
a mintaszam. A leggyakrabban a 80% vagy 90%-Rusver értékeket hasznaljuk
vizsgalatainkban, anfi= 0.2 éq3= 0.1 értékeknek felel meg.

d) Minél kisebb eltérést akarunk kimutatni szfigdins értékként, annal
nagyobb lesz all értéke.

A mintaszam meghatarozasa soran meg a vizsgaldierdése ékt el kell donteni,
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hogy a g esetében egyoldalt vagy ketoldall probat alkalmieze. A z értéke mindig az

egyoldalu prébanak megfeteéréket veszi fel.
Az alabbi tdbldzat azt mutatja, hogy kulonb@ower ésx értékek mellett a szikséges

mintaszam hogyan valtozik

a(kétoldalt proba)
power | 0.10 | 0.05| 0.02] 0.01
80 0.20 18 23 29 34
90 0.10 25 31 38 43
95 0.05 32 38 46 52

8.1.3. Adott arany kilénbségéhez sziikséges mintagza
A szikséges mintaszam meghatarozasahoz az al@bédekre kell a valaszt

elézetesen megadni:
a) Mi a nullhipotézisy) és a hozzatartozb érték?
b) Ki kell jeloni az alternativ hipotézidil{) és a power nagysagat
c) A két arany kulonbségel{—1p) klinikailag elég jeleris—e?
A kérdések megvalaszolasa utan a mintaszamotiabiahodon hatarozhatjuk meg:

|| 2@y -7 /A,a-1) |
) M, -,

ahol z aza—hoz tartoz6 kétoldall teszt z értékgtafi—hoz tartoz6 egyoldalu teszt z
ertéket jelenti.
Az alabbi tablazat ugyanerre a problémara vondtkozintaszamokat mutatja

kulonbo® power és értékek esetén:
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a (kétoldalt proba)
Power| 0.10 | 0.05( 0.02| 0.01
80 0.20 26 34 44 52
90 0.10 33 42 53 62
95 0.05| 39 49 61 71

8.1.4. Két arany dsszehasonlitdsahoz szikséges m#zam
A szamitdsok egysZesége végett a csoportokban azonos mintaszamazéte fel.
MM, jelenti az egyik csoportbam], a masik csoportban a vizsgalt ardnyszamot. A k&tya
kilénbségének kimutatasdhoz sziikséges mintaszam:
_2n-m(z, +2,)°
NG

- +
ahol 1= @

8.1.5. Mintaszam meghatarozéas konfidenciaintervallon alapjan
A Cl meghatarozasanal lattuk, hogy az intervallum hssmintaszam nagysagatol

fllgg: nagy mintaszam esetéhrovidebb.

8.1.5.1. Atlagra vonatkozé mintaszam
Az N értékének meghatarozasahoz harom adatra van gzik€# megbizhatosagi
valbsziriségére, a becsllt szorasra (s) és are definialt intervallum hosszanak a felére

(HCI). Ezen adatok alapjan a kivdit-hez sziikséges mintaszam nagyséaga:

N = 22(—5 )2
“\HCI

A kapott N érték csak egy becslése a tényleges mintaszarhisden az s értékét

pontosan nem ismerjik. Az s értékét irodalmi adatuky pilot—study alapjan hatarozhatjuk
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8.1.5.2. Két atlag kiulénbségére vonatkozé mintaszam
A mintaszam meghatarozasa soran feltesszik, haggdms mindkét populaciéban
k6z6s, valamint a szamitott mintaszam mindegyik posita vonatkozik. Két atlag
kulonbségének konfidenciaintervallumara vonatkozdtaszam az alabbi moédon hatarozhato
meg
S 2
N =203 ——
HCI

Az alabbi tablazat a kilonbdZL| értékekhez tartozd mintaszamot tiinteti fel.

Konfidenciaintervallum (CI) értékek
80% | 90% | 95%| 98%| 99%
21 34 49 68 83

8.1.5.3. Aranyra vonatkoz6 mintaszam

A kérdést ugy fogalmazhatnank meg, hogy adott ges@tgu becslés mellett hany
elemi mintara van szikségink egy arany értékének meaglagahoz. A szikséges
mintaszam:

_ 2 Na-n
“ HCI?

Ha amt értékét nem tudjuk megbecsilni a szamitashoz,rdkkyen ar=0.5, mivel

akkor lesz maximalis értéka (1-m) kifejezés. Ebben az esetben legfeljebb a sziksége

mintaszamot feltlbecsdljuk.

Konfidenciaintervallum (CI) értékek
80% | 90% | 95%| 98%| 99%
370 609 865 1218 1493
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8.1.5.4. Két arany kulénbségre vonatkozé mintaszam
Ahhoz, hogy két csoport aranyainak kilonbségéttgmtossaggal becsulni tudjuk az

alabbi mintaszamokra van szikségink csoportonként:

zﬁ(l_ﬁ) |_|1—|_|2

N=20F———7 ahol m=
HCI

Az alabbi tabldzat kulonb&zC| értékekhez tartozé mintaszamokat mutatja.

Konfidenciaintervallum (CI) értékek
80% | 90% | 95%]| 98%| 99%
899 | 1480 2101 23071 3629

A szikséges mintaszam meghatdrozaséat konnyebétiteblyan esetekben, amikor
nem tudjuk al atlag értékét megbecsiilni, mivel a csoportokraatkzélag nincsenek

ismereteink. llyen esetekben céldzer M=0.05 értéket venni, ugyanis ebben az esetben

maximalis mintaszamot kapunk, ami legfeljebb fedizkliést eredményez.

8.1.6. Nem egyeil mintaszamu csoportok

Ezen szamitdsok komplikaltabbak és erre a célramiagépes programokat
hasznalunk. llyen esetben a szamitashoz vagy dk eggportra vonatkozolag adjuk meg a
mintaszamot és a program kiszamitja adetiwer mellett a masik csoporthoz tartozo
mintaszamot, vagy a tervezett aranyat adjuk megapartoknak. Tovabbi leh&tégként
megadjuk a két csoport 6sszegét, s ezt bontjagedgram két nem egyenszamu csoportra.

9. Paraméteres eljarasok
A csoportba tartozé statisztikai eljaras®0zos jellemzdje, hogy a vizsgalt

valosziriségi valtozok eloszlasa normalis eloszlast kovetszZamitési eljarasok erre a

tulajdonsagra éplulnek.
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9.1. F - préba

Igen gyakran haszndlt eljaras két variancia homitgganak (homoszcedaszticitas)

eldontésére, azaz a kétminta azonos variancigpsakasagbol szarmazik-e.

L2 2 2 2 . ‘2
Ho: S =S, azazg -g,=0 (varianciak azonosak)
.2 2 2 2 . ..
Hi: g #g, azazg -g,#0 (varianciak nem azonosak)
A két minta elemszélmaiid1 ésNZa két szabadsagi fokldhl-l és d£=n2— 1.
Az Fait, (v1-1, N2-1) K€t szabadsagi foktol fligg valamintol..MindenF eloszlas aszimmetrikus,

ezért az F-tablazatok kiszobértékedgyoldalas tesztrevonatkoznak. Az [ értékek
kozvetlenll hasznalhatéak egyoldalu alternativ téipis esetén, pl. kétmintas t-tesztnél.

F PDF (One-Sided Test at Alpha = 0.05)

o o o o
tn m N W

Probability Density
[=] [=]
b k=

02
o1 . noRE fa oot
g = 0.03 |2.9E)
0-- _—
a 1 2 3 4 5 6
X

Az F-proba esetében (alapedet)oldaltalternativH; hipotézist vizsgélunkgf - sﬁ £0).
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P(F)

Figure K.1: The F distribution

Az F értékének kiszamitasa egysizer

s

Fatvarz = é

Ahol df; jelenti a szamlalo szabadsagfokat; (dfN;—1), df, a neve# szabadsagfokat

(df; = Np—1). A szamitdsnal mindig a nagyobb szabadséghuiat tesszik a szamlaléba.

KétoldaluF proba esetén az szignifikancia szinthez tartozo értéket az egyloigadbahoz
megadottF-tablazata/2 jeli sorabdl keressik ki, vagyis altalaban 0,025-nida klon
tablazatok vannak a kulonb®zszignifikancia-szintekhez, akkor az=0,025-h6z tartozé

tablazatot kell hasznalni.).

9.1.1. Dontés a hipotézisek féll

Elfogadjuk H-t, ha F<Fkrit: a két mintabol becsilt variancia nem kulonbdzikregstol
szignifikansan, a mintak azonos varianciaju alapséfboél szarmaznak.
Elvetjuk H-t, ha F>Fkrit.: a két mintabdl becsuilt variancia szignifikansaiokbozik, a

mintak nem szarmaznak azonos variancigju alapsgkaka

94

Semmelweis Egyetem
Cirn: 1085, Budapest, UlI&i 0t 26,

Telefon: +36 (1) 459-1500 MAGYARORSZAG MEGUJUL

E-mail: hireki@se mrnelweis-univ.hiu
Haonlap: http:/fsemmelweis-eqyvetern.hu

A projektek az Eurdpai Unid
tamogatdsaval valosulnak meg.




) SZECHENYI TERV

Megallapithatjuk:

- ha F-probaval a két variancia azonos, akkorgdzhalhatunkétmintas {probat;

- ha a két variancia nem azonos, akkor azlgprobat(Welch probat) hasznalunk..

9.2. Egymintas t-teszt
9.2.1. Egyetlen minta varhato értékének vizsgélata

Az eljarast akkor haszndljuk, ha azt vizsgaljuk,gyhoegy a populacié varhaté értéke
megegyezik—e egy feltételezett varhatd értékkel/\maylig szignifikansan eltér attél. Feltétel,
hogy a valtoz6 legyen normalis eloszlasu.
Hipotézisek:

Ho: a mintabol kapott atlag becslése

Hl: az atlag nem p becslése

Formalisan megfogalmazva:
Ho: x—u=0 (nem tér el szignifikansantol)

H: x-pu#0 (szignifikansan eltér)

Mivel a populédciét mérni nem tudjuk, ezért a vadhattéket illeben feltételezéssel kell élni.
A vizsgalathoz sziikséguink van az alabbi statis#tika

><m|><|

ami egyt—eloszlas,df=N-1 szabadsagfokkal. A tablazat hasznalatakabszollt értékével
kell szamolni, azt kell hasonlitani a tablazat ads#abadsagi foknal ertéknél 1es
kritikus értékhezAmennyiben a szamottértékiink abszolut értéke kisebb, mﬁm, agy a H

nullhipotézista szignifikancia szinten elfogadjuk; ellenkeesetben elvetjik és a4t fogadjuk

el.
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Altalanosabb formaban, amikor eGyértékhez hasonlitjuk az atlagot

x—-C
t=
S
X

9.2.2. Egyoldalu egymintés t-proba

H: x-u=0 (nem tér el szignifikansantsl)
H: x-u> 0 (az atlag nagyobb)

adotta ésdf = N-1 értékeknél.

Itt atkrit ertéket a kétoldall probahoz megadott tablazataljali oszlopbdl keressuk kit = 5%
esetén a 10%-hoz tartoztgit ertéket hasznaljuk, kovetkezésképpen kisebb eltérédég I—A
elvetésére.

9.2.3. Parositottt-proba

Egy kezelés hatasossagat gyakran ugy értékeljigyy hgyanazokon a betegeken két mérést
(6nkontrollos vizsgalat) végzink kulonidbmoépontokban: kezelésdt (to) €s utan ¢, igy a

két N-elemi Osszetartozd parokbol allé mintat kapunk. A kéhtami a kezelés éti és a
kezelés utannem fuggetlenhiszen ugyanazok a betegek szerepelnek a mintakibaden
betegre kiszamitjuk a kezelés okozta kulonbsegétidt és ezt a differenciat tekintjik
valosziriségi valtozonak, erre alkalmazzuk az egymit{abét.

Vizsgalt hipotézisek:

Ho: d=0 vagy x1-x2 =0
Hi: dz0vagy xi-x2 20

kifejezést is hasznalhatjuk.
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ahol N a péarositott adatok szamdt,az eltérések atlagat jelenti. Az atlagos eltérés
standard hibaja
_S
N
A hipotézis elletirzéséhez szilkséges t—statisztika értéke

s,

:a—o

S5

L

ahol a df szabadsagfok értéke N-1.

A szamitasok egyszesitése vegett a

z

kifejezés is hasznélhato.

9.2.4. Matched pairs- médszer

El6fordulnak olyan esetek, amikor azonos alanyokon n&mezheat el mindkét mérés
valamilyen ok miatt, ilyenkor a betegeket 6sszekafpak pl. szocialis korilmények, nem,
betegség sulyossaga stb. alapjan, és étdddpezink egy part: random maodon a parbdl az
egyiket a kezelt a masikat a kezelés nélkili cdbypaiesszik. Az ilyen vizsgalatot a parositott
t-prébahoz hasonldéan a parok két tagja kozotti Kiségekkel értékeljuk ki, és alkalmazzuk
azegymintas-prébat.
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9.3. Kétmintas t-teszt

Két fliggetlen mintadsszehasonlitasara hasznéljuk. A flggetlenség jedenti, hogy
mindegyik csoport szeparalt a masiktol. Példadrilgsoportokat kapunk, ha a férfiak é& n
kozott végziunk oOsszehasonlitast. A csoportok taggmn keveredhetnek és az egyes
csoportokon bellil sem szabad az adatokat megduphaert ezzel megsértenénk a csoportok
flggetlenségét. A proba hasznalatanak feltételei:

a) csoportok fuggetlensége
b) adatok normalitasa

c) csoportok varianciaja legyen azonos (F-proba).

Az utobbi feltétel nem teljeslilése esetén is hdbat@ azonban a préba, mivel erre az esetre
is van médositott eljaras.

Hasznalt hipotézisek:
H : X1 = X2 (csoportok kdzétt nincs szignifikans eltérés)

Hi: X1 # X2 (van szignifikans eltérés)

A préba nem koéveteli meg a csoportok azonos elémayr, igy elté elemszamu
csoportokra is hasznalhat6. A prébanak két valtoxain attdl fliggen, hogy teljesil-e a

csoportok kdz6tti variancia—azonossag vagy sem.

9.3.1. Csoportok kozaotti variancia egyerd
A Kkét csoport esetén a populacio torzitatlan kksesl (pooled variance) a

kovetkedképpen irhato
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ahol a szamlaléban az egyes csoportok atlagtol elsddésenek négyzetdsszege, a néwez
a szabadsagfok all. Osszesen két szabadsagfokaftivés a szamolas soran, mivel

mindegyik minta atlagat kiulon—kulon hatarozzuk miedét atlag eltérésének standard hibaja

s? g 1 1
s - = |>—+>2 =s[J]—+—
e Nl N2 Nl N2

Ezen értékek alapjan a t—statisztika értéke

foXimXz L X=Xz

S g ¢
= 4+ =
N, N,

A fenti formula a kovetkeképpen is megadhaté

9.3.2. Csoportok kozotti variancia nem egyefl

Olyan esetekben, amikor nem teljesil a csoportdzoki variancia feltétele
modositott 6sszehasonlitd eljarast alkalmazunknllgét eljaras a Cochran — Cox és a Welch
eljaras. Az el§ mbdszer a értékét korrigalja az adott szignifikancia szint@ggyakrabban

ez 5%), mig a Welch médszer a szabadsagfokot mgalosi

Cochran — Coxnddszer esetén a két minta kulonbségének stahdsaja

Ny

Z(xi —?1)2 i(Xj _;2)2

— i=1

S - - = +
e Nl(Nl_l) Nz(Nz_D “ @
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A t értékét az adott szignifikancia szinten (a sz&ok&oran legyen 5%) a kbvetk&eppen
modositjuk

G 3

t0.05 =

s +s2
X1 X2

aholt; az N—1,t; az N—1 szabadsagfokhoz tartorz@ritikus érték az 5%-o0s szignifikancia
szintnek megfelélen. A csoportok atlagai kozotti eltérést akkor dsitjik szignifikAnsnak,

ha b s < t. Ellenked relacional az eltérés nem szignifikans.

Welcheljarasnal (d—proba) aértékének meghatarozasara szintén a fenti *-alt jgépletet
hasznaljuk, de a szabadsagfok meghatarozasa nemaaaiemszam alapjan térténik

we EE)

£) . (<)

N,+1 N,+1

A kapott df értéke nem lesz egész érték (a hozza legkbzeleblegisz szamot

vesszuk).

Dontés a szamitott t-értékek alapjan

- |t|<‘tkrit‘: elfogadjuk I—cl)-t, a két minta azonos alapsokasagbol szarmazikéfaatlag
kilénbodsége csak a véletlennek tudhato be),

- |t|>‘tkrit‘: elvetjik H-t, a két minta nem azonos alapsokasagbol szarmazikét atlag
kulonbodségeét szisztematikus hatasnak tudjuk be.

9.3.3. Kétmintas z—teszt
Legyen két populacionk ésY ismert a2 és oivarianciékkal,Nl azX, b azyY

populaciébdl szarmazo6 minta.
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Kérdés: a populaciok atlagapa ésp, azonosak—e?
Hipotézisek
Ho: Hx = My (&tlagok azonosak)

Hi: Py # Yy (tlagok nem azonosak)

A valaszt az—statisztika segitségével adjuk meg
_X=y
2
9% , Oy
1 N 2

A z-statisztika standard normalis eloszlast kovet, égypek tablazatot hasznalhatjukza

Z=

Z 19, [ =

kritikus értékének meghatarozéséara (adosizignifikancia szinten). A valtozokrol feltesszik,
hogy normalis eloszlasuak. Ha ez nem teljestil, akkmintaszamot kell megnévelni (N>30

mintaszdmnal az eloszlas mér kézel normélisnaktie&t).

9.3.4. t—proba ereje
A szamitdsok a standard normalis eloszlason alakuliKét lépésben hajtsuk végre a
szamitast:

a) Meghatarozzuk az eloszlgsertékét.

1
z,=(t-1t9) o
1+
2df
At a mar ismert médon hatarozhaté meg
t _ il _XZ _ Ak
S. - akulénbségtandardhibaja

X1—X2
és t* az adott szabadsagfokhoz tartozo kritikuskert

A z, értékhez kikeressiik a megfélglower értéket tartalmazo tablazatbol.
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9.4.Tdbb folytonos, norméalis eloszlasu adatsor dsdzasonlitdsa (ANOVA)

Az ANOVA (ANalysis Of VAriance) modszert olyan esetkben hasznaljuk, ami&bb
mintat kell egyiddjleg 6sszehasonlitani. Atesztek az ANOVA eljaras specialis esetéinek
tekinthebk:

a) Pérositott t-teszt ismételt méréses ANOVA |ényegében, csak kétpamtra
vonatkoztatva.
b) Kétmintas t-teszt egyszempontos ANOVA Iényegében, két csoportra
vonatkoztatva.
Az ANOVA lényege, hogy a mintdkbdl szamolt Osszaaciat két részre osztjuk, mintdkon
belli (within) és mintak kdzotti varianciara (besen). A statisztikai analizis sordn ezt a két
részvarianciat hasonlitjuk 6ssze F—probaval éd fitggoen, hogy melyik hatas (csoporton
bellli vagy csoportok kdzétti) a dominans, dontimkvizsgalat fdéil. Pl. ha négy fajta
készitmény (referens és harom Uj készitmény) tésapatasat vizsgaljuk, akkor adtahiek
értelmében azt vizsgaljuk, hogy az 0Osszvariabbidhanilyen jelenbséggel bir az egyes
csoportokon bellli egyedi variabilitds, s mennglept a csoportok kdzotti variabilitas (a
tulajdonképpeni gydgyszerhatas). Ha a kezelésedgfpzerhatasok) kdzotti eltérés jetent
akkor a csoportok kdzétti variabilitds lesz a doamis rész a két variancia kdzott és ilyenkor
az F—proba szignifikdns eredményt ad. Azt, hogyyikelezelések okozzak az eltéréseket a
varianciaanalizis utan végrehajtott post—hoc té&satidk meg.

Attol fliggéen, hogy hany szempont (flggetlen faktor) szerswportositjuk a vizsgalt
valtozot egy és tobbszempontos ANOVA elrendezé$dlaszélhetink.

9.4.1. Egyszempontos ANOVA
A teszt hasznalatanak feltételei:

a. A vizsgalt valtozé eloszlasa legyen normalis (az ABA a normalitasra
robosztus, a kézel normalis eloszlast is “elvigeli”

b. Harom vagy tobb flggetlen (diszjunkt) csoporturtkykn.

c. A csoportok kozott a variancia legyen homogén Bdrtlett-proba, Levene-
teszt).
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. Legaldbb minimum 6 beteg adata kerlljon analizismportonként.

. Ajanlott, hogy minden csoportban az esetszam legyemogbalanced) mert
a teszt ereje ilyenkor a maximalis, dem kritérium Unbalanced csoportok
esetén is hasznalhato a teszt.

Ha a feltételek nem teljesliinek, akkor a megéetetmparaméteres statisztikat kell valasztani
(Kruskal-Wallis teszt).

Teszteljuk:

(1) az atlagértékek kozotti kilonbség szignifikans éldre vagy sem. Formélisan a a
hipotéziseknek megfel&n a kovetkedképpen fogalmazhaté meg a feladat:

Ho: M1=M2=M3=...=Mpn, ha p=0.05
Hi: Wi# p2# Hs# ...# Un,ha p <0.05

(i) a csoportok kdzotti variancia homogén-e (F stakiaztl ellerbrizve):

Ho: 0:°=0,°=05°= ...=0,>, hap= 0.05
Hi: 0'1275 0'22;é 0'325'é o F O'nz, ha p <0.05

A linearis modell altalanos alakja:

Yi=Ht+ait+ g
ahol:
Yii: a fugdg valtozo értéke
M a kisérlet §atlaga, fix hatas
ai: fix hatas
g hiba, vagy eltérés

A vizsgélat elrendezését az alabbi tablazat mutatja

1. csoport 2. csoport 3. csoport K. csoport

X11 X12 X13 X1k

X21 X22 X23 Xok

X31 X32 X33 X3k
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Xn1l Xn22 Xn33 XNkk
Mintaszam N N, N3 Ny
Osszeg Ny N, Ng Ny
X. 1 Z X. 2 z Xia X.k
i=1 i=1 i=1 i=1
Atlag P X2 X3 X

A tablazatban az disindex a csoporton beliili elemet, a mésodik indess@portot

azonositja. A teljes mintaszamot az N=N.+......+N kifejezés, a teljes mintara vonatkozé

atlagot (Grand Mean) ax jeldli a tovabbiakban.
A mintara vonatkoz0 teljes variabilitast, az eggenataelemeknek a nagy atlagtél val6é

eltérésének négyzetdsszegeként definialjuk (Tatad 8f Squares)

N;

sqtelies=Y > ( x- ¥

k
j=1i=1

ahol k index a csoportszamot,; B csoport elemszamot jeloli, vagyig & j—edik
csoportban az i—edik elemet azonositja.
Egyszeti szamolassal igazolhatd, hogy a teljes négyzetgdszterészre bonthatd: egy

csoporton belldli (Whin—group) és egy csoportok kozotti dfveen—group) négyzetes

0sszegre
S§ =SS +S$

ANOVA tablazat

Source of SS df MS F p

variaton (Sum of Suares) (Degrees of Freedom  (Mean

Squares)
Between s g-1 S5 Fo St
= ;3
Within SS, N-g 3,
Total SS +SS, N-1
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ahol az egyes értékek

a) a j—edik csoport mintaelemeinek 6sszege

N

2% =35,

i
i=1

b) a teljes minta 0sszege

e) csoportok kozotti négyzetes 6sszeg
k Ly k[ S? g2
ss = 2N -5 =) -0
= =\N; ) N
A fenti szamitasok egyarant hasznalhaték edyenalgy nem egyedl mintaszamok

esetén.

Egyenb elemszamu csoportok esetén az (p=W=......... =N)

k Nj islz
SSy =22 % -

=1 i=1 n

és
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9.4.2. Kétszempontos variancianalizis ismétlés néik

Kétszempontos varianciaanalizis esetén a vizsgédinpétert két szempont (faktor) hatasaként
ertékeljuk. Azt vizsgaljuk, hogy az egyes faktorakrvan—e hatasa az értékek alakulaséra.
Tekintsik azt az elrendezést, amikor a faktoro#il dteghatarozott cellakban csak egy érték

szerepel. Az oszlop kezelési hatasnakintje, a sor kezelési hatasnadzintje legyen:

1. faktor
1 2 3 c
1 X11 X12 X13 Xic X1
2 X1 X22 X23 Xoc X
3 Xa1 X32 X33 Xac X3
r Xr1 Xr2 Xr3 - Xc X,
Xe1 Xe2 X3 Xec X

Az X3 a 2. sorban és 3. oszlopban all6 értéketxaza 3. sor atlagat, ax, a 2.

oszlop atlagat, ax . az N megfigyelés atlagat jelli (grand mean). Afaktort blokknak is

nevezi az irodalom. A teljes négyzetdsszeg a k@zdtialakban irhat6

Ezt a négyzetdsszeget harom részre particionakasprok szerinti négyzetdsszeg,
oszlop szerinti négyzetdsszeg, interakcios vagyguédis négyzetdsszegre.
Az értékeknek a grand—meaéi-talo eltérésére igaz
(X —X.) = (%, = X.) +(X; =X.)+ (% —Xi. = Xj +X)
Emeljuk mindkét oldal négyzetre, végezzik el azzégsést i és j index—ek szerint és
egyszeiisitsik a kifejezést
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Zrlzcl:(x” -x.)? —CDZ(X| -x.)? +rDZ(x, x.)? +Zrllzcl:(x“ -xj+x.)?
i=1 j= i=1 =

Az el tag tehdt a sor szerinti négyzetdsszeg, amely ratlagokban felléf
variabilitast hatdrozza meg. A masodik tag az gssleerinti négyzetdsszeg, amely az oszlop
atlagokban fellép variabilitast hatarozza meg. A harmadik tag aeraicios tag. A szamitasi
formuldkat egyszéisithetjik. Vezessik be a kdvetkgeloléseket: Saz i—edik sordsszeget,
Sj a j—edik oszloptsszeget; &z i—edik sorban és j—edik oszlopban allo értékegz N
megfigyelés dsszegét jelenti. Ennek megéael az edbbi formulakat a kdvetkéképpen
irhatjuk:

r
Sor szerinti négyzetbsszegl—@z sP-=
Cc “
i=1

c 2
Oszlop szerinti négyzetbsszeéQZsﬁ S
r < N

i=1 j=1

., LS 1 < 1S g2
Interakcio :z z Xilz"_DZSE‘—DZS.Zﬁ -
c 4 r 4
i=1 IS

r C 2
Teljes négyzetosszeg ¥ > x? - ?\l
i=1 j=1

A kétszempontos variancianalizis matematikai medel
Xij =+ Qi + B+ lj + g
ahol

U: a teljes minta atlagértéke

a;: i—edik sorhatas (Zai = Oj

B;: j—edik oszlophatas vagy blokkhatas [Z B, = Oj
j

li: az i—edik sor és j—edik oszlop interakcitja (a kaktor kozotti
interakcid, amit 0—nak tételezink fel)

g;: hibatag (normalis eloszlasu val6sisagi valtozo 0 atlaggal e
varianciaval).
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Ennek megfelélen x is normdlis eloszlasl valos#Beégi valtozé p atlaggal ésao?
varianciaval. Az ANOVA tabla

Forras Négyzetdsszeg (SS) df Variancia (MS) F
Sorok ro__ r-1 _ S s

cDiZ:l:(xl.—x._) =S, g = 1 g
Oszlopok -, c-1 2= S, s

rDjZ:l:(x,,—x,,) =Sc ] g
Interakcié | (& - - =, (r-1)-(c-1) S

Xi —Xi. = Xj+X.) =S, o= e

2,206 7.7 x) (r-1(c-3
Total rE - r-c—=1

D% —%x.) =S,

i=1 j=1

Az F—prébanal a két szabadsagfok a szamlal6é ésexnszabadsagfokaval azonos.
Az analizis soran két nullhipotézist tesztellink.
Ho™: minden soréatlag egyehl
;1 :)_(2.:)_(3 =...= ;r.
Ho®: minden oszlopatlag egyénl
X1=X2=X3=..5 Xe
9.4.3. Kétszempontos varianciaalizis ismétléssel
Azokat a Kkisérleti elrendezéseket, amelynek sorawmizagalatot kétszer vagy tobbszor
megismételjik, ismétléses eljdrasoknak nevezzikvafiancianalizis modellie ebben az
esetben
Xik =l + o + B+ I + €
ahol x a k—adik megfigyelési érték az i—edik sor és jkemtizlophatasra vonatkozoa, a
hozzéatartoz6 hibatag. Az egyenlet tébbi tagja aganoeplikacioé nélkili modell tagjaival. A
vizsgalat soran harom nullhipotézist vizsgalunk

Ho™:  minden soratlag egyenl

X1 = X2.= X3 =...= Xr..
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Ho®: minden oszlopatlag egyenl
)_(.1 = ;.2 = )_(.3 == ;.c.

Ho®: nincs kereszthatas a faktorok kozott
=0

A varianciaanalizis tdblazata

Forras Négyzetdsszeg df Variancia (MS) F
Sorok - = r-1 S g
= = & =_=r ol
ney(x. =x.)" = § Pt -
Oszlopok - -, -l 2.5 s
nré(x_,. x) =S E =1 ?e
Interakcid | <&~ - - — (r-1)(c-1) S s
n Xi. = X.—Xj.+X.) =8, S = —— =
22,06 EXIES D1 | ¢
Residual i Jon _ rc(n-1) S
X — Xii. 2 = Se i = =
;;é( ik ~Xi.) rc(n-1)
Total Ld @ - nrc-1
ZZ(Xijk -X.) =S
i=1 j=1 k=1

A kordbbi interakcidval kapcsolatos észrevétel&kmeegfeleben az ellefirzést
mindig az interakcio szignifikancigjaval kezdjuk:
a) Ha ez nem szignifikans akkor g'Hés H® hipotéziseket ellgirizhetjiik az
adotta szignifikancia érték mellett. Elvben |étezik egyriekcidés hanyados
& = S.*+*S
(r=D(c-D+rc(n-1

amivel az F—probanal a nevden szerel s -t helyettesiteni lehet. Ezt elénzésképpen

hasznaljuk, ha a két nullhipotézis p értéke nagysmignifikanciaszint hataran van.
b) Ha az érték szignifikans, akkor a1 és H® hipotézisiikre vonatkozd
eredményt 6vatosan kezeljik.
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llyen esetben érdemes a hipotéziseket oly modesgaini, hogy mindkét hipotézisre

vonatkoz6 F—értéket mas modon allitjué el

, s

, s ,
HoY eseténF="- és K2 eseténF=-t

§C §C

A szabadsagfok értelemséien moédosul mindkét F értéknél.

9.4.4. Tobbsz6ros 6sszehasonlitasi eljarasok

Az egyszempontos variancianalizis végrehajtdsak@ nem kaptunk véalaszt, vajon
milyen csoportok &atlagértékei kozott van eltéréhhdz péaronkénti dsszehasonlitasok
szikségesek, aminek a szakfl —1)/2=n.A tobbsz6ros dsszehasonlitds azzal a veszéllyel
jar, hogy megndvekszik az éfaju hiba elkdvetési valdsziaége.

Az elssfaji hiba elkeriilésének val6siBégen szamu O0sszehasonlitasndl-@ ".)
Megforditva, annak val6szieége, hogyn szamu 6sszehasonlitas soran legalabb egyszer
hibasan dontlink és elkovetjik azogdgl hibat: - ( +a)".

A tbbbszoros (Multiple Comparison) 6sszehasoniédbszikséges, hogy csokkentsik
az el$faju hiba elkdvetésének valésigegét. Ezt az Ua—korrekcids eljarasokkal tehetjik

meg. Ezeket az eljarasokaist-hocteszteknek nevezik.

a) Szignifikancia szint csokkentése

Tobbsz6rds 6sszehasonlitdsok esetén, ha a csopzdoke<10, a legegyszébb mddja az
o—korrekcionak, ha aa értékét elosztjuk az 6sszehasonlitdsok szamarahzAE6kolszabalyt
nyugodtan alkalmazhatjuk a gyakorlatban

b) Bonferroni-eljaras

Egyarant alkalmazhatd ortogonalis és nem ortogeriidszehasonlitdsokra. Az eljaras ereje
alacsony, és ne hasznaljuk 6t vagy ennél nagyoéim@zsoportok dsszehasonlitasara, mert
noveli a tévesztések szamat. Hasznalhato csalokifrok vagy az 6sszes lehetséges parok

kozotti 6sszehasonlitasra.
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c) Scheffé - eljaras

Az egyik legkonzervativabb 6sszehasonlit6 eljandest kevesebb szignifikdns eltérést jelez,
mint a tobbi eljaras. Egyarant hasznalhaté csagldttj parok vagy csoportok halmazanak
telies 6sszehasonlitdsara. Kdzel azonos esetszempdrtokra mkoddik jol. A normalitastol
valo eltérés és a csoportok kdzotti inhomogenitdgkbé befolyasolja.

d) Dunett- eljaras

Arra a specialis esetre vonatkoz6 vizsgélati madsamikor a kisérleti elrendezésben egy
kontroll és tobb kezelt csoport szerepel. A feladakezelt csoport és a kontroll csoport
paronkénti dsszehasonlitasa. A kezelt csoportobn@nti 6sszehasonlitasa ilyenkor nem
megengedett. A teszt viszonylag alacsony kuszdkatéendelkezik, de megfetekrsvel.

e) Holm-eljaras

A teszt Iényegében a Bonferroni eljarason alapohak a hipotéziseket szekvencidlisan
vizsgald és elutasitd valtozata. A teszt nagynyd, hogy egyarant hasznéalhat6 parametrikus
€s nem parametrikus modellekre egyarant, tovabb#&snimegszoritas a csoportok
O0sszehasonlitdsara vonatkozé tesztekre (csak atgkekre van szikség az eljaras

alkalmazaséhoz).

f) Newman—Keuls eljaras

Gyakran hasznalt szekvencialis 6sszehasonlit@slj@ vad vele szemben, hogy szignifikans
eltérést "foloslegesen” is talalhat. Ezért a sfigns eltéréseket (és nem szignifikansokat
ugyszintén) fokozott szakmai kritikaval fogadjuk.

g) Tukey—eljarasok

Két fajtjja létezik: a HSD (Honest Significant [Rifence) ami egyetl elemszadmu
csoportokra hasznalhaté, és a nem edyealemszamu csoportok ©6sszehasonlitasara
vonatkoz6 HSD for unequal N eljaras. Konzervativatibt a Neuman—Keuls eljaras, mivel

kevesebb szignifikans eredményt jelezhet.

h) Duncan—eljaras
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Azonos elvet haszndl mint a Newman—Keuls eljarés,adhasznélt szignifikancia szint
nagysagaban eltérnek. Hatranya is &blakad, mar kisebb eltéréseknél is szignifikanciat

jelez. Keriljik a hasznalatat.

i) LSD eljaras

Az egyik legrégebben kidolgozott 6sszehasonlitéréj (LSD = least significant difference).

Gyakorlatilag kétmintas t-tesznek felel meg. Azzésssonlitd tesztek kozil a legkisebb
hatékonysagu. Kiuléndsen nagyobb szamu dsszehaswohiital hatrdnyos, kisebb eltéréseket
is szignifikdns kilénbségeknek jeldl.

9.4.5. Kovarianciaanalizis (ANCOVA)

Elettanban gyakoriak az olyan vizsgéalatok, amikgy eizsgalt valtozora egy masik valtozé
(pl. életkor) hatast gyakorol, azt befolydsolja. #yen valtozok az unkovaridns véaltozak
Ezek hatdsat nem szabad figyelmen kivil hagynireizas soran, mert az eredmény nem
lesz valés. A kovarians hatasat ANOVA kezeli, az ilyen modell neve a&NCOVA

(kovariancia hatasavabhitett modell).

9.4.6. Randomizalt faktorialis elrendezés

9.4.6.1. Randomizalt blokkok

A randomizalt blokkok elkészitéséhez tekintsik aetked példat: patkanyokon végzink
kisérletet a sUlygyarapodasra vonatkozoan. Oss&R&eilatunk van és haromfajta kezelés
hatdséat akarjuk vizsgalni: osszuk testsulyuk alapgt csoportba (blokkba) az &llatokat, igy
mindegyik blokkba 18—18 allat kerlil. Az egyik bloldgyen a kézepes, a masik a nagy sulyu
allatok blokkja. Nyilvan a csoportositd valtozo kaél az allatok sulyahoz. Ezutan blokkon
beltl random mddon osszuk szét az allatokat a h&ewelés kozott. Egy blokkon beldl igy
mindegyik kezelési csoporthoz 6 allat tartozik.

Az alabbi dbra egy lehetséges blokk elrendezésatmut
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Kezelés
1. 2. 3.
. blokk C B A
. blokk B A C

A randomizalt blokkok analizise kétszempontos ANOVi6dszerrel torténik (a példa
pl. replikaciés modszerrel oldhaté meg). lgazabkézelés hatasat vizsgaljuk, ami csak akkor
ad megbizhaté eredményt, ha az interakcio kicsali@daban igaz is). A blokk elrendezéssel
csokkentjik a hiba nagysagat, ezaltal a kezelé&shat vonatkoz6 F—préba érzékenyebbé és
megbizhatdébba valik. A biostatisztikai vizsgalasdran nagyon gyakori probléma, hogyan
vegyuk figyelembe pl. az életkornak a befolyasobidbat. A kort zavaré (confounded)
valtozonak nevezzik, mert nem lehet igazabdl tudmiy egy vizsgalatban egy adott hataseért
a ténylegesen vizsgalt faktor vagy a kor a telellyen esetekben a randomizacios blokk segit

a blokkok kozotti eltérés kigrésében.

9.4,6.2. Latin—négyzetek

Az olyan véletlen blokk elrendezéseket, amellyét konfounding (két hibaforras)
valtozé hatasat akarjuk kiegyenliteni Latin—-néggkeek nevezzik. Az elrendezés
tulajdonsaga, hogy minden kezelés csak egyszeulf@d a sorokban és oszlopokban. Az
ilyen elrendezést kiegyensulyozott (balanced) eleggsnek is nevezzik. Az elnevezés onnan
ered, hogy a kezelések jeldlésére a latifikmthasznaljuk.

Altalanos alakja
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Latin négyzet elrendezés

Onkéntesek Kezelési periddus
csoportja | Il 11} %
1 A B © D
2 B D A C
3 C A D B
4 D C B A

A...D - avizsgalatban alkalmazott gydgyszerdéz

A Latin—négyzet elrendezést harom vagy magasatin@anti ANOVA eljarasokra is

alkalmazhatjuk replikaciéval vagy anélkil. A fak#dis kisérleteket, ha lehetséges akkor

Latin—négyzet elrendezésbe kell szervezni.

9.4.6.3. Cross-over vizsgalat

Gyogyszervizsgalatoknal nagyon gyakran alkalmaaetrleti elrendezés, amelynek soran az

alkalmazott készitményeket egy kimosasi periédus fefcseréljik (aki azA készitményt

kapta ebszor az késbb aB kezelést kapja és forditva is igaz az eljarasy &szelés az ()

készitménnyel folytatodik tovabb. A legegys#dy elrendezés 2x2-es crossover vizsgalat: 2

kezelési szekvenciat (AB és BA) és két periédushlimaz.

Lehetséges elrendezések
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Keresztezett elrendezés
klinikai vizsgalat (cross-over)

A, B: aktiv kezelés

P: placebo

a) Két kezelési tipus, egyszeres keresz

A B (vagy P)

B (vagy P) >< A

b) Két aktiv kezelés placebd vagy gyogyszer nékitiosasi periédus bevezetéssel (W =

washout)
A B
w
B A

10. Nemparaméteres eljarasok

Ha egy paraméteres statisztikai eljarashoz kapdéolteltételeket nem tudjuk
biztositani, akkor annak megfelehemparaméteregljarast valasszuk. A nemparaméteres
vagy eloszlasmentes (distribution free) tesztek mgmylik a valtozok normalitasat illetve a
varianciak homogenitaséat, de felteszik, hogy azeéisasonlitanddé mintdk formaja kozel
azonos. Ezek a feltételek gyengébb kritériumok mat normalitds kritériuma. A
nemparaméteres eljardsok egyarant érvényesek niisnioadinalis és intervallum skalarol
szdrmazé adatokra, éppen ébllakad a nemparaméteres eljarasok néfisége, mivel
“szabadon” hasznélhatok. A nemparaméteres teszép& gyengébb mint a neki megféiel
paraméteres teszté, ami a hattérfeltételek hianyabdddik. A nemparaméteres eljarasok
esetén pl. két minta O©sszehasonlitasakor nem lesitlk a populacio éatlagainak
azonossagat, ¢gda=p2 (Hi: pi£H2) mivel az eljaras eloszlasmentes. E helyett dipatézist
(Ho) vizsgaljuk, hogy a mintak eloszlasa azonos. Temetesen ha feltesszik, hogy a
populacidk eloszlasa szimmetrikus, akkor a teszétimok tesztelésére vezethetssza a

median hasznalatan keresztil (szimmetrikus elosalda median és az atlag azonos). A
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teszteket rendstatisztikaknak is hivjak, mert kékb6z nem az eredeti adatokat hasznaljuk,

hanem az adatok névekgorrendbe rendezett sorszamait (rangjait).

10.1. Rangszamok tulajdonsagai

A rangsorolasos eljaras viszonylag egyé4ait miveletks! all:
a) az adatokat noveleg nagysag szerinti sorba kell allitani
b) a rendezett adatokat a legkisébbtkiindulva egész szamokkal

megszamozzuk (1, 2, 3, ..., N). Példaul

Eredeti adatok 5,2,10,15,7,4, 11, 3,9, 12
Rendezett adatok 2,3,4,5,7,9,10, 11, 12,|]15
Rangszamok {r 1,2,3,4,5/6,7,8,9,10

Ha az adatok kdzott azonosak igfetdulnak, akkor az ilyen értékek az un. kapcsattgot

(tied rank) kapjak. Ez a kdz6s rang a rajuk juttdhbioz rangszamok atlaga

Eredeti adatok 1,2,4,4,4,7,8,8
Kiosztott rangok 1,2,3,4,5,6,7,8
Valos rang (i) 1,2,4,4,4,6,75,7.5

Az adatok kozott 3 db 4—es szerepel, ezeknek kimigjuk lesz, ami a kiulonbdézangjaik

atlaga
3+4+5_12 _
3 3
Hasonl6 a helyzet a 2 db 8—as esetén is.
T*8_15_75
2 2

A kapcsolt rangokhoz két megjegyzés tartozik
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a) nem mindig egész szamok

b) a nagyon sok azonos érték rontja az alkalmazoba érzékenységét.
A rangokra vonatkozéan az alabbiiveletek érvényesek:

a) rangszamok 0sszege

N
R:Z:ri :—N(N+1)
= 2

b) rangszamok négyzetdsszege

R:iﬁz _ N(N +123(2N+J)

I
c) rangszamok atlaga és varianciaja
- N+1
XrR =
2

A nemparaméteres probak szamolastechnikailag w$agnegyszdrek. Kulonbésen nem

szamszdr adatok (pl. kérdivek) esetén éhyts a hasznalatuk.

10.2. Eléjel teszt (sign test)

Paros mintak OsszehasonlitAsanak egysr&mparaméteres eljarasa. Tulajdonképpen az
egymintast-teszt nemparaméteres valtozatanak tekitth&t eljards abbdl all, hogy a két
0sszetartoz6 minta kilénbségénaledét vessziik és azt elemezziik:

a+ és—elojelek kulonbségére kiszamitjuk a kovetestatisztikat

D|-1
z="—
VN
és standard normalis eloszlas alapjan hatarozzgkamehez tartoz® értéket. Ez a formula
tartalmazza a folytonossagi korrekciot. Mivel adimalis eloszlas normdlis eloszlast kovet
ezérta

:x—u:x—Np

o JNpq

z
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statisztika is hasznalhat6 ahwlpl. a + jelek szaméat jelenti §s = Np. A folytonossagi
korrekcié azt jelenti, hogy azértékét megnoveljik 0.5—tel ha x < Np és csokkiéntpa x >

Np, mivel azx diszkrét valtozé.

10.3. Wilcoxon parositott teszt

Igen gyakran hasznaljuk 6nkontrollos (parositotintdk) vizsgalatok soran a két minta
eltérésének tesztelésére. A vizsgélat soran agtitksfel, hogy a mintdk medianjai k6zott
nincs eltérés. Az 8jel tesztnél eiteljesebb, és csaknem ugyanolyan hatékony, mint az
egymintag—teszt. A teszt teljes neve Wilcoxon signed—raesztt mivel az adatok rangsorat

és kulonbsegik é&jelét hasznalja fel a szamitasok soran.

10.4. Mann—-Whitney U — teszt

Akkor hasznéljuk, ha a kétmintasteszt feltételei (a normalitds vagy a varianciak
homogenitdsa) nem teljesiinek, deé-geszthelyett is hasznalhatjuk. A teszt tobb |épids:

1. A két minta elemeit 6sszevonjuk, novéksorrendbe allitjuk és minden értékhez
hozzarendeljik a megfetetangszamot.

2. Minden mintara meghatarozzuk a csoportok raamgsimak 6sszegét (RR;). Ha a
csoportok nem azonos elemszadmuak, akkor a kiselgouast jeldlje N, a nagyobb létszamu
csoportot pedig N

3. Szamoljuk ki a kisebb mintdhoz tartozé U-stdiiksit

Ny (N +1
U=N1IIN2+—1(21 )—Rl

ami egy szimmetrikus eloszlas. Az eloszlas atlagszérasa:

;U:N1DN2 Ny INo(N; + N, +])
2

2
S =
v 12

Ha N; és N > 8, akkor az U kdzeliteg normalis eloszlasu. A standard normalis elaszla

:U—iu
Sy

z
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értéke alapjan donthetiink a:HR; = R, hipotézis febl. Ha 5%—0s szinten a —1.96z < 1.96
relacio igaz, akkor a fhipotézist elfogadjuk, egyébként elutasitjuk. Adiutasitdsa a mintak
kozotti szignifikans kilonbséget jelenti.

A szadmolast az N-vel is elvégezhetjik

N, (N, +1
U=N1EN2+—2(22 )—R2

a tobbi |[épés azonos adkbiekkel. A két Y és U statisztikara igaz, hogy

Ui+U =Ny, lletve R+ R, = (NLF Nz)(gﬁ N,+1)

azonossagok.

10.5. Kolmogorov—Szmirnov teszt

A tesztet a két minta eloszlasanak tesztelésérenbifisk. Azt a K hipotézist ellefirizzik,
hogy a két eloszlas azonos-e. Az eljaras a kétankiminulativ eloszlasanak 6sszehasonlitasan

alapul.

10.6. Wald—Wolfowitz runs teszt

Wald és Wolfowitz a tesztet a véletlendimgry vizsgalatara fejlesztette ki az Un. sorozatok
(runs) haszndélatan keresztill. A sorozat tagjaitaD-€¢ 1—-el hasznaltak, de barmilyen méas
jelolés alkalmazhat6 megkilénboztetésikre. A tesggebként sorozatprobanak is nevezik.
Tekintstk a 0 és 1 jelekballo sort

0001100011111 001001
Az x és y bdtk barmilyen eseményt jelenthetnek: beteg — nerghdiezelt — nem kezelt stb.
A sorozat definiciéja a kdvetkéza sorozat egy olyan blokk, amelyben csak azoatek |
szerepelnek. igy a példaban az elvalasztd vonagkegy blokkot definialnak hiszen benniik
vagy csak 0 vagy csak 1 szerepel. Ennek megfaieh példasor 8 sorozatot (blokkot)
tartalmaz. Nyilvanvalo, hogy a sorozatok elhelyeidse nem csak a véletléhtiigg, hiszen a
kovetked ciklikus sor adott szdmu 0 és 1 esetén a legtdhzatot tartalmazza:

of10oC10o01om
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Azt sem tekintjuk véletlennek, ha egy sor tul kewésozatot tartalmaz. Ha képezzik az
0sszes olyan N jelth 4ll6 sort, amelyben Nszamu 0 és Nszamu 1-es van (N =1N- Ny),
akkor ezek a sorok egyuttes eloszlasa normalizléstskdvet, amely az ]NN, ndvelésével
felgyorsul. A sor sorozatainak a szaméat jeldljikel. A normalitas felhasznalaséaval
meghatarozhat6 @ eloszlas atlaga és varianciaja; (N, = 5) :

o 2NN, ¢ = 2NN (NN, N, N
’ N, +N, (N1+N2)2(N1+N2_1)

Az eloszlas standardizalaséaval

a standard normalis eloszlas tablazataval a valed¢asa tesztelliet
Az eljarast két minta (N N,) eltérésének a vizsgalatara is felhasznalhatjuk:
a) a két mintat egyesitjik (N = N N,) és novekden sorba rendezziik, majd pl. x és
y—al megjeldljik az adatokat
b) a z értéke alapjan dontink a mintak kil6riiségéél:
Ho: @ mintak ugyanabbdl a populéacidébdl szarmaznak
Ha a vizsgélt sor véletlens#erakkor a mintdk nem kilonbdznek, egy
populaciékbdl valék (1.96 < z < 1.96). Ellenkezsetben a §+ elutasitjuk.

10.7. k fuggetlen minta 6sszehasonlitasa

A probat Kruskal-Wallis féle H probanak nevezik Mann—-Whitney vagy a Wilcoxon rank
sum teszt Aaltalanositasanak is tekinthetkikfiggetlen mintara, vagyis a moédszer az
egyszempontos varianciaanalizis nemparamétereszaédt A vizsgélat soran a Hipotézis,
hogy a k fliggetlen minta ugyanabbdl a populaciobdl vald. Potézis elledrzése a
kovetked lépéseket tartalmazza

1) a megfigyelt értékeket 6sszevonjuk, vagyis @bk\;, Np, N3, ..., Nc mintakat egy
mintava egyesitjuk (N =N+ N + N3 + ...+ N))

2) az adatokat novekleg sorba allitjuk, majd meghatarozzuk rangszanmdikeés az

egyes mintak rangoszegeitR
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3) a K hipotézis tesztelésére kiszamoljuk a H—statistztika
k RZ
H=— 2 Z(—j —3(N+J)
N(N +2) Z\N;

amely k—1 szabadséagfolgd eloszlast kovet. A p értékét@ tablazatbol lehet meghatéarozni
(Iv. tAblazat).
Abban az esetben, ha a rangok kozott kapcsolt kaisgebfordulnak, akkor korrekciéra van
sziikség és a korrekcios tag

2T

1-_1

N®-1

ahol T, = £ — t és t a kapcsolt rangok szama. A H értékétzgldsa H értékkel igy kapjuk

meg a korrigalt H értéket

12 &(RY) L
_N(N +1)§(Nij AN+D

DT

j .
1- J
N°-N

A korrekcioval H értéke is & Mivel tobb minta dsszehasonlitasat végezzik,nsz@ns
eltérés esetén sziikséglink lehet a mintak paronkéesiehasonlitasara, vagyis a post—hoc
teszt eredményére.

A Kruskal-Wallis teszt utan post—hoc tesztként ansVhitney U tesztet (vagy a Wilcoxon

rank sum tesztet is lehet) és a Holm—eljarast m&ahatjuk a megfeléla korrekcié mellett.

10.8. k szamu 6sszetartoz6 minta vizsgalata

Az ismertetésre kerél Friedman—teszt a kétszempontos varianciaanalieisparaméteres
valtozata. A mintaelemeket (a sorok jelentik azérgpket) random modon valasztjuk ki, igy
biztositjuk a mintaelemek fiiggetlenségét. A kezmMégoszlopok) sorrendjét a kezelési
blokkon belll szintén randomizacioval hatarozzulgme

A Friedman—teszt a kezelések (oszlopok) kozowirédit vizsgalja a kovetkérépésekben:
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a) minden sorban meghatarozzuk az adatok rangjdelpszor az adatokat névekv
sorrendbe allitjuk majd utana hatarozzuk meg raeg)u
b) meghatarozzuk az oszlopok rangjainak 6ssz&get (
c) kiszamitjuk az alabbi statisztikat
k
X’ Nk(k D 21: -3N(k+1J)
ahol
N a sorok szama

k az oszlopok szama
R? az oszlopok rangosszegének négyzete.

Az eloszlasy?® eloszlast kdvet k—1 szabadsagfokkal, ha a sorobsgpok szama nem
tulsagosan kicsi. Modositott statisztikaval a sdtokotti eltérést is lehet ellérizni.

N

Xic = Nk(k+1 Z

=1

—3k(N +1)

Az igy meghatarozoty’ eloszlas szabadséagfoka N—1. A Kruskal-Wallis tesan post—hoc
tesztként a Mann-Whitney U tesztet (vagy a Wilcoxank sum tesztet is lehet) és a Holm—

eljarast alkalmazhatjuk a megfdélet korrekcié mellett.

10.9. Rangkorrelacios eljarasok

10.9.1. Spearman—féle rangkorrelacio
A modszer a linearis korrelacios egyltthatd speciéksetének tekinth&t A kapcsolat

szorossaganak mérésére a két valtozé rangszamdilialbségét hasznaljuk fel:

GDZN:diZ
i=1

=1-—
N°-N

I
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d=x—-} az x és y rangjainak kulénbsége

Z
I

a mintaszam.
Az egyutthato értékei a
—-1<r<1
intervallumba esnek: minél kdzelebb vannak ezelérégkek a —1-hez vagy +1-hez, annal
szorosabb a kapcsolat a két valtozé kozott. Lestén a kapcsolatot Ugyis értelmedhbbgy
a két ismérv szerinti rangsor forditott sorrendban.

Kapcsolt rangok estén agkiszamitasa a kovetkézéppen médosul
1
geNeen)ye
N 1
\/[6(N3— N)—zTXL(Ns— N)—ZTJ

ahol
T=3 1—12(t].3—tj)
j=1
t: a kapcsolt rangok szama
j=1,2,3, ..., iaz azonos rangszamu csopatakna.
A szamitas soran az a hipotézisg)Hhogy a korrelaciéos koeficiens 0, az aldbbi t—
statisztikaval ellebrizhe®

amely N-2 szabadséagfoku t—eloszlast kovet. Ha yakiggamitott t > a tablazatbeli kritikus
értéknél, akkor azsrértékét a két valtozd kapcsolatdanak a jellemzésgrsznalhatjuk.
Ellenke® esetben nincs valds kapcsolat a két valtozo koAdttrs és a lineéris korrelaciés
egyutthatd (r) eloszlasa nagy mintaszam eseténoaziszen a t—statisztika is megegyezik).
Ennek ellenére a két korrelacios egyutthatdét nembad egymassal helyettesiteni, mert

egészen mas a jelentésik.
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10.9.2. Kendall-féle rangkorrelacio
Kétvaltozdé kapcsolatdt m@r 1t egyltthatd a Spearman—féle korrelaciés egyutthaté
alternativdja. A szamitashoz az egyes valtozok radgtainak természetes sorrendjét

vizsgaljuk, pl.

az X rangjai természetes sorrendben szerepelnelamig rangjai nem. Az Y véltozéban a
rangok eltéréseinek a sulyat az S értéket ugy detédk meg, hogy minden kulonk®Hy
rangparhoz vagy a (+1) vagy a (—1) sulyt rendefitlkak megfelélen, hogy a parok adatai
természetes sorrendben vannak—e vagy sem. Plvatozo esetén az (1, 5) par (+1) az (5, 3)

par (—1) sulyt kap. Ennek megfdleh a sulyok:
+1,+1,+1, +1,-1, -1, -1, -1, +1, +1

S a sulyok 6sszege, igy az S = 2. A sulyoknak nhel¢émn

max

S —% N(N+1) =1, ha minden par sulya (+1) és

S, = —% N(N+1) = -1 ha minden pér sulya (-1).

min

A T értékét a kdvetkézformula hatarozza meg

S
“N(N-D)
2

A 1 éréke a [-1, +1] intervallumban helyezkedik el: éték jelenti, hogy a rangpéarok

T

sorrendje természetes és —1 jelenti a forditotesdet. A példa alapjan a
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ami jelentéktelen kapcsolatra utal.
Kapcsolt rangok esetén az olyan Y par, amelyben@z&apcsolt rangok szerepelnek 0 sulyt
kapnak, de ha két Y par felett az X értékei kagegokzintén 0 sulyt kap az ilyen pér pl.

X: 1 25 25 4 55 55
Y: 3 2 35 35 1 6

Rendre a sulyok: -1, +1, +1, -1, +1, 0, +1, -1,041-1, +1, -1,+1,0=2=S
Kapcsolt rang esetén a
S

\/BN(N —1)—TX}BN(N —l)—Ty}

képlet alapjan szamoljuk, ahok Taz X valtozé, T az Y valtozéinak kapcsolt rangjainak a

szamét jelenti:
1 ; 1
i i
A példa alapjan
1
T, :5[2(2—1)+ A2-)=2
_1 _
T, _5[2(2— D=1

igy at értékére

A 1 szignifikancia érékét a
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_ §-1

\/N(N -)(2N+5H
18

formula alapjan hatarozzuk meg: 5%—os szignifikarszinten —1.98 z < +1.96 relacio estén
a Hy hipotézist megtartjuk, ellenkézsetben elvetjik. A fHhipotézis az, hogy a valtozék

k6zott nincs valds kapcsolat. Az utdbbi példaraatkazéan

= [4-1 = 0188

~ [e6-1)2®+])
V 18

igy a H hipotézist megtartjuk. A két valtozo k6zott ninedds kapcsolat.

A Spearmanngrés a Kendall-féla korrelaciés egyutthatbk noha azonos feladatotakgtn
meégis kulonbdznek. Ha ugyanazon az adathalmazanigak ki 6ket, az ¢ értéke nagyobb
lesz mint at értéke. At szamitasa bonyolultabb, kilonésen kapcsolt raregeién, ezért az
ilyen problémédk megoldasat szamitégéppel végezzBk. két értéket nem lehet

o0sszehasonlitani, mert mas értelemmel birnak.

11. Regresszios vizsgalatok

Leggyakoribbak azok a vizsgalatok, amelynek sokirnvkgy toébb valtozé kozotti kapcsolatot
szamszdren akarjuk kifejezni illetve azt vizsgaljuk, hoggyevagy tobb valtoz6 (figgetlen
valtozok) milyen hatassal van egy kitlintetett vAdi@ (fug@ valtozé). A kapcsolat
elemzésnek az difajtajat korrelacioszamitasnalaz utdbbi tipusategresszidoszamitdsnak
nevezzik. Mindegyik elemzési mddszer specialisdtgiat |at el, de szoros kapcsolatban is
allnak egymassal. A regresszidoszamitas a valtopakitk sztochasztikus kapcsolatbandév
torvényszeliségeket, tendenciat igyekszik kifejezni fuggvényeformdjaban. A
korrelacioszamitas a valtozok kozotti kapcsolésségét vizsgalja. Nyilvanvald, hogy a két
vizsgalati mdédszer egymast kiegésziti: a valtozOkdkti ebs korrelacidé azt jelenti, hogy
nyugodtan hasznalhatjuk a regressziészamitasselfiiggvényt a valtozok kozotti kapcsolat

jellemzésére, mig gyenge korrelacio épp az ellefjgesugallja. Attdl fuggen, hogy
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egyszerre hany valtozo kapcsolatat vizsgaljuk dbsetignk két vagy tébb véaltozés korrelacio
illetve regresszidoszamitasrol. Az utdbbi esetberkoarelaciot tobbszoérds korrelacionak
nevezzuk.

A vizsgélatokat aszerint csoportositjuk, hogy aozdk kdzotti kapcsolat linearis vagy attél
elté. Altalaban linearis kapcsolatra toreksziink, mertackapcsolat a legjobban érihet
ugyanakkor matematikailag is a legjobban kezélHéggvényt ad. Ha a probléma nem
linearis kapcsolatra utal, akkor kulonidomranszformaciok segitségével megprobaljuk azt

linearisséa tenni.

11.1. Korrelaci6észamitas

Minden olyan esetben, amikor feladatunk két vagypbw@ltozd kozott a kapcsolat
erdsségének a megallapitasa, korrelacié-analizisvikgieznink. Ez két fajta lehet a valtozok
eloszlaséatdl fuggen:

a) linearis korrelacio:a valtozok normélis eloszlasuak,

b) nemlineéris korrelaciéa valtozék nem normalis eloszlasuak.

A korrelacios egyitthato értéfel, +1] tartomanyban van, é& a maximalis negativl a
maximalis pozitiv korrelaciés kapcsolatot,0akdzeli érték a korreldlatlansagot (de nem
flggetlenséget) jelenti a valtozok kdzott. A linedworrelacids egyltthatok kdzilRearson
féler egyltthatot, a nemlinearis korrelacios egyutth&tdkill aSpearmarféle p egyutthatot
hasznaljuk leggyakrabban a kapcsolatok mérésékermlacio-szamitas szoros kapcsolatban

van a regresszios eljarassal, gyakran egyutt inddjak oket.

Altalanosan az alabbi hipotéziseket vizsgaljuk:
Ho: nincs korrelacios kapcsolat azsy valtozok k6zott vagy bl r = 0.

H1: van kapcsolat ax ésy valtozok kozott vagy Hr #0

11.1.1. Kovariancia
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Két egymastol kulonb@zvaldsziriségi valtozd kozos (egylittes) eloszlaséara jeltegrzék,
amely megadja a két valtozo egyuttmozgasat. Tuhjéppen a varhaté értékéktvett

eltérések szorzatdnak varhat6 értékét fejezi ki

Cov(X,Y) = M[(X-M(X)) (Y-M(Y))]

vagy
Cov(X,Y) = M(XY) - M(X) M(Y)

Ertéke

N JR— p—
2 (X~ 00y -y)
Co\(X,Y)=-2

N-1

A flggvény értékkészlete:of-, ). Ha a kovariancia pozitiv, akkor a két valtoztagbsan
ugyanabba az iranyban tér el a sajat atlagatélhyvekedésével atlagosan Y i§,ha negativ
az X nbvekedésével Y csokken. Ha X=Y, akkor Cov()sWar (X)

11.1.2. Lineaéris korrelacio

Az alabbi scatter-plot (fethdiagram) abra aX ésY valtozok kapcsolatait mutatjak
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A lineéris korrelaciés vagiearson—féleegyutthatd értékét a kovetkemodon szamitjuk

> b )i -)

=1

(Sb-F Sb5)

i=1 i=1

r=

ahol x az x értékek,y az y értékek atlagai.

Szamitasanak feltételei:
a) Az X és Y véltozok legyenek normédlis eloszl&sua
b) Az 6sszes kovariancia legyen linearis.
c) Az X és Y értékeket egymastal fliggetlentl miérji
d) Kiugro (outliers) értékek ételjesen befolyasoljak értékét.

Megjegyzeések:
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a) Tulajdonképpen a valtozok kozotti kapcsolakepaltésére a kovariancia értéke is megielel
lenne, de nagysagat a valtozok értékei befolydsoligy a korrelacios egyiitthatok nem
valnanak Osszehasonlithatéva. Ezért szerepel azétmsme standardizald tény@zEnt a két
valtoz6 szérasanak szorzata: igy lesz Bz értéke standardizalt érték és valik
0sszehasonlithatova.

b) Akkor értelmes, ha X és Y kapcsolata (jo koeskel, az adott tartomanyon belil) linearis.
Ha mas természeta kapcsolat, a korrelaciés formula akkor is csdikearis komponensét
meéri.

c) Har = 0, (illetve har nem kulénbozik szignifikansan a 0-t6l) akkor koatatlansagrol
(nem flggetlenségdl) beszéllnk.

d) A korrelacios értékeket>0.7 felett mondjuk efs kapcsolatnak, de azrtéknek valds

tartalmat a szakmai megfontolasok adjak valéjaban.
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11.1.3. Determinacios egyutthatd

Az r? értéket nevezzilk determinécids egyitthaténak, yarkét variancia hanyadosaként

irhato fel

2

2:Sy'

s

r

ahol
%.2: Y varianciajanak az a része, amit az X megmagyara
S,: Y teljes varianciaja.

Hasonldan irhaté fel a korrelacié szimmetriaja tixatre is

Az r* értéke tehat azt fejezi ki, hogy az X valtozé aarianciajanak hany %—at magyarazza
(hany szazalékért a fetal). Minél magasabb ez az érték, annal szorosalét avaltozo

kozott a kapcsolat. AZ Ertéke 0 és 1 kozotti szam és<rirl.

11.1.4. Korrelacios egyltthat6 szignifikanciaja

Ha vesszik aX ésY valtozok 6sszes populaciébdliszami mintdjat, akkor az igy
kapott sokasagot kétvaltozdés sokasagnak nevezauk)yel feltételezzik a kétvaltozés
normalis eloszlast. E kétdimenziés normalis elasMéarrelaciéjat az elméleti korrelacios
egyltthatd méri, amip — val jeldlink. A mintdbdl meghatarozattennek ap elméleti
korrelacios egyutthatonak a becslésep &rtéke a [-1, 1] intervallum. Ae eloszlasa nem
szimmetrikus eloszlas,@a—t a -1, 0, +1értékek kivételével csak jol kozeliti. Azeloszlasa

épp a végpontok miatt ferde eloszlas, @mwi0 estén valik szimmetrikussa.
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N — 2 szabadsagfokkal. Szignifikans eltérés esatéh: p = O hipotézist elvetjik és az
értékét valos kapcsolatnak mgitjik. A mintaszam (N) ételjesen befolyasolja, hogy
elddntheb-e a korrelaltsag.

Dontés at értéke alapjan:

- Ha t<t;; , akkor I—!)-t elfogadjuk, vagyis arz érték nem kulonbozik szignifikansan a 0-tél.
- Ha t>kat , akkor I—!)—t elvetjik az adott szignifikanciaszinten. Ez beetr olyan mértékben
kuldnbozik 0-t6l, amit az adott mintaelemszam niellemintavételi hiba mar ritkan okoz.

A p#0vagyp = p1 (p # 0 populaciés korrelacios érték) hipotézisek tdéztmél az

eloszlasa aszimmetrikus, de az un. Fisher—félarsaforméacidval normalis eloszlast kapunk
1 (1+r
z==In| —
2 \1-r
10-es alapu logaritmus hasznélata esetén

7= 1.151319[ﬂj
1-r

Az eloszlas atlaga és szérasa

1 (1+p1j . 1
M, ==Inj —— és o, =
2 \1-p, N-3

A z értékét a korrelacios egyitthatdo konfidencigenmvallumanak a meghatarozasara is

felhasznalhatjuk, amely 5%—-o0s szignifikanciaszinten

also ertek:  z, =z- 196
N-3

felss érték: 7, = 24—
N-3
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Az adatokat visszatranszformalva kapjuk a&s g értékeket

ry = e -1 és r- = e -1
AT o . F~ o7 .
e?in +1 e?%r +1

A Z transzforméacié segitségével két Kkorrelacios ebwtidt (5, 1) eltérésének
szignifikancigjat is tesztelhetjik a
Zl_zz_uzl_p'zz)

o)

2172

Z=

képlet alapjan, ahol

M, .M, 1 az k és b egyltthatok z eloszlasbeli atlagai

o . az § és p egyitthatok z eloszlasbeli szérasainak killonbsége:

~7

1 1
c)-Z—Z = +
v \/N1—3 N,-3

11.1.5. Tobbszo6ros korrelacio

Ha ketbnél tobb valtozd kapcsolatrendszerét vizsgaljuksoalinearis tdbbszorés
korrelaciorél beszélink, de efilnem érzékelhéta tobbi valtozd befolyasolé hatdsa a masik
valtozora. llyen esetben ahhoz, hogy azX X valtozok kozoétt a kapcsolatot mas valtozo(k)
hatasatél megtisztitsuk, a zavard hatast el ketlt@ni. Erre szolgal parcialis korrelaciq
amely két valtoz6 kapcsolatat ugy vizsgalja, hog@ldbi valtozé hatasat konstansnak tekinti.

Legyen harom valtozonkX, Xés X, a kozottik 166 korrelaciok io, riz és ps. Az 1o
hatasabdl az X hatasat a kovetkézmoddon s#rjuk ki (elssrendi parcialis korrelaciés

egyutthato)
o = Mgl

RN

Az r12 3 egyltthatot parcialis egyttthatonak nevezzik: 23 index—ben a pont utani

szam jelenti azt a valtozot, amelynek hatasatikjgk. Az r,3 a rezidualok kozotti

korrelaciot jelenti, az Xhatasanak kiszése utan.
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A parcialis korrelacios egyitthatd szignifikanctaja H: ri23 = 0 hipotézist, a kovetkéz

statisztikaval elleérizhetjik.

amely df = N — 3 szabadsagfoku t—eloszlast kdvet.

Az R? determinécids egyitthatét a kétvaltozbshiez hasonléan értelmezziik

2
R2 = 123
2
S
ahol
2 . s 7 . , - - ..
S,,;; az x variancidgjanak az a része amit az & x valtozok egyiittesen
magyaraznak

s az x valtozo teljes variancija.

11.2. Lineéaris regresszio

Kétvaltozd kozotti kapcsolatot beésiegresszios fuggvény alakja

y=a+bx
ahol
y: afugd valtozo
x: a fuggetlen valtozé
a: az y tengely metszete
b

. az egyenlet meredeksége @sz6g tangense).
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A regresszioszamitas feltétele, hogy az Y valtdaszéasa legyen normalis és a minta legyen
random maodon kivalasztva (reprezentativ). Az Xa&dra egyedil a hibamentes adatfelvétel
a kritérium.

Az egyenes paramétereinek meghatarozasakor keragsiltlat aza ésb értékeket, amelyek
mellett a mérési pontokra a regresszios egyenesgbban illeszkedik. A feladatot a

legkisebb négyzetek mddszerével végezzik el.

Hatarozzuk meg az egyenlet (a, b) paramétereity lagy, rezidum értékek eltérésének
négyzetdsszege minimalis legyen:

N
Yo =2 (vi-9)" = minimalis

i=1

Helyettesitsiik be az egyenletbe a regresszids @iygaltalanos alakjat

M=

Vo =3 (v, —a+ b>g)2 — minimalis

i=1

kifejezést kapjuk. A feltételnek eleget éea és b értékét székrték szamitassal kapjuk meg

> %))

b: i=1

N

Z(xi —;)2

i=1
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a=y- bx
A b paraméter jelentése: az X fliggetlen valtozd egygégaltozasa milyen nagysagu
valtozast okoz az Y fldyaltozoban. Az értéke a tengelymetszet magassagat adja.

A regresszios 0Osszefliggés szignifikancidjat az AMOMblazat alapjan vizsgéljuk. A
regresszio eredményének tanulmanyozéasét is etablézattal kell kezdeni, ugyanis a

Ho: nincs kapcsolat X és Y valtozok kdzott

Hi: van kapcsolat X és Y valtozok kozott
Ha az eredmény szignifikAns az adwotérték mellett, akkor fogadhatjuk csak el a valésaa
valtozok kozotti kapcsolatot.
Az ANOVA tablazat felépitése

Forras SS df | MS Fl p
Regresszio N/ 2 1 C S

>(9:-y) =ss Swog &

i=1 R H

1

Rezidualis (hiba) X . N-2 C

(v -9,)’ =58, S5 _g

i=1 N _ 2

Total

Az Fyit kritikus erteket az F-tablazatbol df = 1, N — Zalsadsagfoknal keressik Ez egy
egyoldalu préba (% > s, ) az ANOVA-hoz hasonld, tehat az 5%-os F-tablaz&el
hasznalni, haa=5%-0s 52|gn|f|kan0|a szinten kell déntenlnk.

Ha F>ka akkor elvetjiuk I—(g-t és ab eltérése a 0-tdl szignifikans, és predikciora habmtjuk
a linearis egyenletet: azvart értéke adott érték mellett josolhato.
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Megjegyzes:
a) Az egyenlet hasznalata csak azon a tartomangiih\mlid, ahol a regressziét végeztik.
A kivil e tartomanyokban hasznalataval 6vatosan banni.
b) Kétféle regresszio lehetséges: vagegitségével becsiiljik vaggegitségevel
becsuljukx értéket.
c) Az egyenes alakjatol fuggn lehet:pozitiviranyl regressziox(ésy értéke egyditt 6)
vagy negativ iranya regresszid értéke 6 azy értéke csokken). Lasd pozitiv és negativ

korrelacio.

11.3. Tobbvaltozés lineéris regresszio

A keresett egyenlet altalanos alakja:

y= b, t b3, t b, X, t -+ b, X,

Az alabbi hipotéziseket vizsgaljuk:

Ho: nincs kapcsolat ag ésy valtozok kozott vagy b b = 0.

Hi: van kapcsolat ag ésy valtozok kdzott vagy H b, # 0

Az eljaras arra is valaszt ad, hogy »xazvaltozok kozil melyek ay szempontjabél fontos
valtozok, melyek azok, amelyek tényleges befolyjdkadz értékét. Ki lehet 8mi a fontosx;

valtozékat. A médszer hasznalatanak feltétele:

a) azx; valtozok égy kdzott a kapcsolat lineéaris

b) x; valtozok legyenek fliggetlenek (kollinearitas vialsd)
A flggetlen valtozok kézott nemcsak folytonos, hameominalis (dummy valtozék) valtozok
is megengedettek. A tobbvaltozos vizsgalatok (tktoz6 bevonasa a vizsgalatba)
értékesebb, komplexebb vizsgalat, mivel a nyérimbrmacio is sokoldalubb. Azonban azt

szemebtt kell tartani, hogy tobb valtoz6 esetén az eretyrméehezebben értelmezbiet
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A tobbvaltozos vizsgélatnal az egyik legfontosagdempont, hogyx valtozok
fuggetlenek legyenek egymastol, vagyis a valtozokokt ne legyen kapcsolat. A problémat
multikollinearitdsnak nevezzik. Az egyméassal kafatban 1é¥ valtozdkat ki kell hagyni a
vizsgéalatbol. A multikollinearitas vizsgélatara @tezok korrelacidos matrixanak determinansa
is felhasznalhat6lR( = 0 estén a valtozok kdzott a kapcesolat maximalRl] = 1-nél a
valtozok fliggetlenek.

A szamitégépes programok kiszamoljak &ztRes az un. médositott*R (adjusted
R?). Az R jelentése ebben az esetben is az, hogy az Y #janak a valtozok hany %—at
magyarazzak. A médositotf Rrték kisebb, és megbizhatobb mértéke a regregsaganak,
mivel ez az érték mar mintafliggetlen.

Az analizis eredményét a kiugroértékteljesen befolyasolhatja, hasonléan a kevés
esetszam is. Tobbvaltozés analizisnél az esetszaomatkozd ©kdlszabaly: a szikséges

esetszam legalabb hatszorosa legyen az X valtaZikanak.
11.4. Nemlinearis regresszio

Olyan esetekben, amikor a fitg@s flggetlen valtozok kdzoétt a kapcsolat nem lise@azy
becslésére a nemlinearis regresszios eljarast nadizaluk. Hangsulyozni kell, hogy a
probléma megoldasa bonyolultabb a linearis probi&h&s nagy segitség, ha a kapcsolat
jellegérdl van dizetes informéacidnk pl. polinommal irhatd le a kaghas ismerjik a polinom

fokszamat stb. Mivel a beéstiiggvény bonyolult lehet, ezért arra kell torekiedn

a) minél kevesebb paramétert tartalmazzon,
b) jolilleszkedjen a modell

c) aresidudlisok kicsik legyenek.

Ho: nincs kapcsolat azésy valtozok kozott.
Hi: van kapcsolat az ésy valtozok kdzott.
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A feladat megoldasat kiulénbdztatisztikak segitik, de @&etesen mindig ajanlatos a scatter-
plot 4bra tanulmanyozasa az analizis kezdetekéelaflat megoldasa soran keressik a tehet
legjobb modellt, de gyakran ennek megtaladlasahtb tépésben jutunk el: tébb modell

illesztést kell elvégezni és értékelni.

o0 o*
.il . .
P « ® o
e ® !.i. '.'
o . '. . o:-.
[ *® ®e % i.t
3 . L0 ° 3
! L]
> . ."' . ...o
- I Coe, .
.'o [ -:u.
* e e o
]
X-Axis

12. Kontingencia tablak vizsgalata

A nomindlis és ordindlis skalardl szarmazo valtadkdiszkrét vagy megallapithato
valosziriségi valtozénak nevezzik. Az ilyen valtozok anabzimas tipusu vizsgalati
modszereket igényelnek, mivel gyakorisagi értékefeegfigyeléseket) tartalmaznak. Ha
kontingencia (gyakorisagi) tablakat készitink aatekbdl és minél nagyobb a mintaszam,
annal megbizhatobb lesz a kovetkeztetésink az ily@bldzatok segitségével. A
legegyszeibb méreit kontingencia tabla ax2-es tablaZ sort é2 oszlopot tartalmaz), amely

pl. influenza virus elleni készitmény eredményéatmazza
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Készitmény
Betegség Kapott Nem kapaoit Total
Van a G ate
Nincs ¢ (o1 B+ U
Total a+® Rt o N=g+@t+ gt

Altalanos forméban a kontigencia tablazat ménegteés szabadsagifoka a df=(r-1)-(k-1).

12.1. Pearson-féle Chi-négyzet teszt ( y*-teszt)

A kontigencia tabldk egyik leggyakoribb eletnzeszkoze: figgetlenségvizsgalatra,
homogenitasvizsgalatra,eloszladsvizsgélatra hasznalhatjuk. Kilénésen fontosak aamk
0sszehasonlitd vizsgélatok, amelyek két fuggeti@morbialis arany vizsgélatara iranyul. A
kontingencia tablak méretét a sorok és oszlopokazdatarozza meg. Jeléségiknél fogva
a2x2tablak vizsgalata kulonosen fontos pl. diagnositkzsgalatok (szenzitivitas stb.).

A khi-négyzet teszt hasznéalatanak feltételei:

a) a megfigyelt értékek tablazataban barmely éetiéke lehe0, s5t sorok és
oszlopok teljesen értékiek is lehetnek,

b) a varhato értékek kozott nem lebedrték,

c) a varhat6 értékek tablazataban az olyan ceflaina, ahol az értélke5 kdzotti,
nem lehet tébb, mint az dssz cellasZZfea,

d) a teszt erejbl >30mintaszdmnal a legésebb, alatta ne hasznaljuk,

e) a teszt aszimptotikysértéket ad (altalaban).

A kontingencia tablak analizise soran a megfiggslta varhatd gyakorisagoknak az eltérését
vizsgéljuk. A nullhipotézis szerint nincs eltérés artékek kozt, amit a gyakorisagokbdl

készitett Pearson—fé)g statisztikaval ellebrziink, ami kétdimenzi6s eloszlas esetén a
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formulaval hatarozhat6 meg, ahol
gi: az i-edik sor és j-edik oszlopban ¢éesella megfigyelési értéke

g;j: az i-edik sor és j-edik oszlopban éésella varhato ertéke

Egy cella varhato értékét ugy kapjuk meg, hogy zzhtartozé sor— és oszlopdsszeg szorzatéat

elosztjuk a mintaszammal, az N — el

0,09
TN

A statisztika értékét tehat ugy kapjuk meg, hogyden cellara vonatkozéan a megfigyelt
gyakorisagbdl kivonjuk a cellahoz tartoz6 varhatgakprisagot, az eredményt négyzetre
emeljik, majd osztjuk a varhaté gyakorisaggal éskapott értékeket cellardl—cellara
osszegezzilk. Az igy kapott eloszlas egy folytorloszéés, a jol ismerx? eloszlas. Mivel a

x’—eloszlast a szabadsagfokok kiilonitik el egymaai§la szabadsagfok meghatarozasa igen

fontos szempont.

Kis mintak esetén g’—statisztika eredménye pontosithatd, ha folytorgidsa#rekciot

alkalmazunk

n k
Xiorr = zz

A korrekcio azt jelenti, hogy a celldk értékélibevonunk 0.5-t. Ezt a korrekcidtates—féle

korrekciénak hivjak. Az igy médositott érték kisebb lesz, mint a korrigalatlan érték.

Ha a valtozok pl. nem fliggetlenek egymastol, a kalat szignifikans, a két valtozd kozotti
kapcsolat eisségének megéallapitdsara Un. szimmetrikus assEiaméetszamokat
hasznalunk

Kontingencia egytitthato:
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2
c= |2
X" +N

Ertéke [0, 1] intervallumban van: 0 a fliggetleretédl a “tokéletes kapcsolatot”
jelenti.

Phi-egyitthaté

Csuprov- egyiitthat6

T:\/—X2
NG/(k-Dn-1)

Ertéke [0, 1] intervallumban helyezkedik el.

ve | X
VN(k-1)

Ertéke: 0< V < 1. A V-t egy 2x2—es tabla esetén tetrakorikus éténionak is

Cramer-egyutthato:

nevezik.

12.2. 2x2—es kontingencia tablak

Kitintetett szereplk van az olyan kontingencid&éiak, amelyeket két dichotom
valtozé hataroz meg. Az ilyen tablak 2x2—es nidlet vagyis négy cellat tartalmaznak
(fourhold tablak).

Tekintsik a kovetkdéz példat: egy régi és egy Uj diagnosztikus tesztiraémyét
hasonlitjuk 6ssze. A megfigyelés eredménye altal@moa kovetkeképpen foglalhaté
tablazatba:
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B teszt
+ - Total
A + a b a+b
teszt - o d c+d
Total | a+c| b+d N=a+b+c+(d

A x’—statisztika kiszamitasa egysi#tetn médon is lehetséges:

) _ N(ad- bg?
(@a+b(ct g(ar ¥ b Y

X

A folytonossagi korrekciéval médositott érték

N[|ad— b¢—'ﬂ
" (a+ b(c+ g(ar ¥ br )

A szabadsagfok mindkét szamitasi médnal=1.

2

X

12.2.1. Fisher—egzakt teszt
A tesztet azért hivjak egzakt tesztnek, mert popta@stéket ad, ellenben a folytongé—
eloszlassal, amelynep értéke aszimptoétikus. Minden olyan esetben amiékanintaszam
kisebb mint 30, vagy van olyan cella, amelyben ehat®h érték kisebb, mint 5, akkor ezt a
tesztet kell hasznalni.

Maga a szamolas eléggé faradtsagos eljaras: drnabsgertékek valtozatban hagyasa
mellett megkonstrualjuk azosszes lehetséges altablat, mindegyikhez kiszamoljuk a
hozzatartoz6 valbsziiséget és ezeket 6sszeadjuk. Ez az érték lesz datigdblazap értéke.

Az egyes tablak értékeit a kovetkdzformulaval hatarozhatjuk meg
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_(a+b(ctg!(ar Ji( b M
= N'alblc!d!

12.2.2. Nem fliggetlen mintak vizsgélata

Olyan esetekben hasznéljuk az eljarast, amikoranggon személyeken végzink
vizsgalatot két kulonbdz idépontban vagy parositott mintakat (case—control ygtud
hasznalunk. Pl. két orvos is megvizsgalja a beteigdéls a véleményeket kontingencia
tablazatba foglaljuk:

B orvos
véleménye
+ —
A orvos + a b i=a+b
véleménye - c d o=c+d

cg=a+c e6=b+d

A McNemar szimmetria teszttel &&tld6 mellett |€% celldk egyensulyat vizsgalhatjuk:
kiegyenlitett—e az eltdr vélemény az atlo két oldalan. A teszt kiszdmitézabhsak a
mellékatld elemeit hasznaljuk

b-d-1)°
X2:(| bcic)
Az igy kiszamitotlx” eloszlas szabadsagfoka 1.
Szignifikans eltérés esetén a mellékatld, vagyielat vélemény a dominans. A teszt a
valtozasok iranyanak a tesztelésére is alkalmasdcAlemar—teszt minden k x k méiet
kontingencia tabla esetén hasznalhat6. Osszetamainfék esetén inkabb ezt a tesztet
hasznaljuk sem mint a Pearson—féteprobat.

A szamitogépes programok az ilyen tipusu kontingetéblak vizsgalatakor az Uk~

egyutthatot (kappa), a megegyezeési aranyt is magieak (adatldo hatasat vizsgaljuk). A

értéke [-1, 1] kozotti szam. A vélemeények hasorgasa.4 alattk érték esetén gyenge, 0.4 —
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0.75 kozott j6 és 0.75 felett nagyon jonak mondhat&—egyitthaté szintén minden k x k

méreti kontingencia tablara meghatarozhat& Artéke a kdvetkézmddon szamolhaté:

K = Po ~ Pe
1-p,
ahol a p és p értéke 2x2—es tabla esetén:
_atd

_(atb(at g+(ct g( b
Po = N es Pe = NZ
k x k tabla esetén {gel6li a medfigyelt a, b, c, d értékeket a tabldba

_xIiG

IC><):Z(':]—,\iIi és pe—_v

— | Po (1_ po)
% T N@-p.y?

és 95%-—o0s konfidencia intervalluma
k—1.96-Sg K + 1.96-Sp

A K standard hibaja

12.2.3. Likelihood-becslés

kontingencia tablak esetén filiggetlenség vizsgalgyrakran alkalmazott eljaras. Ertéke
nagyon kozel van a Pearson-féle khi-négyzet érelta lehetséges, akkor ezt a statisztikat

alkalmazzuk, mivel pontosalpbértéket ad

G'=20x3g,n| &

]

A G’ statisztika khi-négyzet eloszlast kdvet.

12.3. Diagnosztikai vizsgalatok

Tekintsik az alabbi vizsgéalat altalan®s2-es kontigencia tablazatat, amelyben egy

régi (Gold Standard) és egy ujisasi eljaras eredménye talalhat6
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Standard teszt
Uj Beteg Nem beteg Total
teszt (+) (-)
Beteg a b a+hb
(+)
Nem beteg Cc d c+d
-)
Total a+c b+d N=a+b+c+(d

ahol az egyes hiét jelentései:

a: az Uj teszttel kisizt betegek (valédi pozitivak)

b: tévesen kisat nem beteg egyének (alpozitivak)

c: betegek, de a teszt nem jelzi (alnegativak)

d: a teszt altal nem betegnek fsftett egyének (valddi negativak)
A tablakkal kapcsolatosan az aldbbi fogalmakat iefzk:
Szenzitivitasa ténylegesen beteg egyének helyesen besoradt rész

Szenzitivitas =100
a+cC

Specificitds:a nem beteg egyének helyesen besorolt része

Specificitas = d 100
b+d

Besorolasi pontossaa valodi pozitiv és a valddi negativ besorolasdinga.

Pontossag fal;—dloo

Pozitiv prediktiv értékazt jelzi, hogy egy valddi pozitiv teszt eredmi&rggyén milyen

valbsziriséggel beteg.
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Pozitiv prediktiv érték = a 100
atb

Negativ prediktiv értékegy valddi negativ teszt eredménggyén milyen valoszirséggel

mentes a betegsét
Negativ prediktiv érték =d—100
c+d

12.3.1. ROC analizis

Diagnosztikus vizsgalatoknal (2 x 2-es tablak),aais lehefiség van, hogy egyiittesen
vizsgdljuk a specificitas, szenzitivitas egyuttéskaldsat. Erre a feladatra a ROC (Receiver
Operating Charasterics Cunamalizis szolgal. Az atfedés mértéke az osztéprioff point)
megvalasztasatdl fligg az X-tengelyen. A cutoffnponozgatdsaval valtoztatni tudjuk a
szenzitivitds és a specificitas aranyat. Az osatéglo révén 2x2—es tablazatokhoz jutunk,
amely®l meghatarozhatjuk a mar ismert diagnosztikus pétareket. A szenzitivitas €s a
specificitds kapcsolatat grafikusan is abrazollkatay ROC goérbe (Receiver Operating

Characteristic) megrajzolasaval, amely igen szestdébn mutatja a viszonyokat.

Sensitivity
1.04

0.89

0.89

0.74

0.6

0.5

0.4

0.39

0.24

0.14

0.04
T e e e L o o e e A s s s e e s e e e e e e e L s o o e
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Egy teszt akkor hatdsos, ha a gbrbe a bal fesokba koncentralodik, mert ilyenkor a
szenzitivitas és a specificitds is magas. Ha agyaatlohoz kozeli, akkor a teszt hatastalan,
nem tudja a csoportokat szétvalasztani.

A ROC gorbe nagyon hasznos olyan esetekben, artiikbrdiagnosztikus tesztet kell
0sszehasonlitani. llyen esetben egy abran abr&zaljkilénbds tesztek ROC gorbéit és a
kapott abra alapjan dontlink a tesztek hatasossdja A masik lehefség a gorbe alatti

tertiletek 6sszehasonlitdsa modositott Wilcoxon+amk teszt révén

12.4. Epidemiologiai vizsgalatok

Az epidemioldgiai tanulmanyok gondosan megtervexettrollalt vizsgalatok. Az értékel
modszerek attdl figgnek, hogy milyen formajat vAljask a vizsgalatoknak. Harom vizsgalati
maddszert hasznalhatunk:

a) Prospektiv vizsgéalat (prospective vagy cohogyviengitudinal study): a vizsgalat
N szadmu random médon kivalasztott egyénnel &dikd A mintat kétfelé osztjuk a kockazati
tényed megléte vagy nem léte alapjan és a két csopoizonpos ideig kovetjuk mikdzben
regisztraljuk a csoportokban az Uj megbetegedésekekét csoport dsszehasonlitdsa a
kocké&zati tényaz jelentiségére ad felvilagositast.

b) Retrospektiv vizsgalat (retrospective vagy <aeatrol study): a betegséget
eléidézo koroki tényedk hatasat a betegség bekdvetkezése utan vissébages értékeljik.
Random modon pl. kérhazi kérlapok alapjan, kivalask egy betegcsoportot és ugyancsak
random modon hozz4juk rendeliink egy kontrollcsaporA kontrollcsoport mentes a
betegségekt, de a rizikotenyedktél nem.

c) Cross—sectional study (prevalence study): ranaeoddon kivalasztunk N eleim
mintat tekintet nélkil a vizsgalt betegségre vagyaat ebidézs rizik6faktorra. Ezutan a
mintat csoportositjuk a rizikéfaktor és a vizsghktegség alapjan, majd a két csoport

betegségének prevalenciajat 6sszehasonlitjuk.

A vizsgalatok eredményeit az alabbi elrendéz&s2—es kontingencia tablazatba foglaljuk,

amely az analizis alapjat is adja:
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Betegség
+ — Total
Rizikofaktor + a b a+b
— Cc d c+d
Total | a+c| b+d N=a+b+c+(d

A betegség kockazatanak mérésére két mutatdt Haskna relativ kockazatot (Relative
Risk, RR) és az esélyhanyadost (Odds Ratio, OR).
A relativ kockazat azt fejezi ki, hogy a rizik6faktal rendelke& egyénnek hanyszor nagyobb

az esélye a megbetegedésre, mint az ilyen rizikofeeld nem rendelkézegyénnek.

_Incidenciaazexponaltcsoportban
Incidencia anemexponalicsoportban

A tablazat alapjan ez az érték (prospektiv vizegalx

a
RR = atc_ a(C+ CD
€ c(ath
c+d

Ha 1 az értéke, akkor a két csoport kockazata agzonocs kilonbség a betegség
eléforduldsanak gyakorisagaban. Ha az érték 0 és ftkoakkor a “rizikbfaktor” inkabb
gatolja a betegség kialakulasat, mig RR > 1 értéknézikofaktor és a betegség kozott
pozitiv a kapcsolat.

Az RR 95%-0s konfidenciaintervalluma

IN(RR) £19
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Az odds—ratio, vagyis az esélyhanyados

Eseménypekdvetkegsivaloszifisége _ p
Eseménypenenkovetkezésvaldsziisege 1-p

illetve

OR
1+0OR

azt méri, hogy hanyszor valésibben kovetkezik be a vizsgalt esemény, mint azy g

kovetkezik be. Ha a betegség eléggé ritka, akkbregyezik a RR—el. Meghatarozasa a
kovetked formulaval lehetséges:

OR=(a-d)/(b-c)
Ha az a, b, c, d értékek valamelyike 0, akkor mgyile cellahoz adjunk hozz4 0.5-t és igy
szamoljuk az OR értékét, illetve 95%—o0s konfidemteavallumat:

Retrospektiv vizsgalat esetén az RR és OR értékel kizonos:

RR:@"OR
bc

12.5. Terapia hatasossagat kifejez 6 tényez 6k

Abszolut rizikd (Absolut Risk, AR): Annak valoszifisége, hogy egy &le definialt
kimenet (outcome) a vizsgalatstartama alatt egy vizsgalt személynél jelentkeEikéke 0O
és 1 kozotti szam, de szazalékos formaban is mag@adh

Abszolut rizikdcstkkentés (Absolute Risk ReductionARR): A kezelt és a kontroll
csoport esetén megfigyeldetizikd abszolut kblonbsége. Abban az esetben l#datns, ha a
kontroll csoport rizik6ja meghaladja a kezelt csopizikojat. Az ARR szamitasa soran a
kontroll csoport AR-jébl kivonjuk a terapias csoport AR értékét. A megloggzas szerint az
érték az dsszes kezelt beteg aranyaban jelentkezikiltozik a kontrollcsoport AR értékével.
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Esélyhanyados (Odds Ratio, OR):A terapia hatékonysadganak egyik mérési
modszere. Annak az esélye, hogy a vizsgalt eserhékgvetkezik a kezelt csoportban, a
kontroll csoportban bekdvetk&éesemény esélyének szazalékaban kifejezése. Mizéldbb
van az OR az 1-hez, annal kisebb a hatas a kezalkéntroll csoportban tértént beavatkozas
kozott. Ha az OR nagyobb (vagy kisebb) mint 1, ak&okezelés hatasa nagyobb (vagy
kisebb) mint a kontroll csoportban észlelt hatasnért hatds lehet nemkivanatos (pl. halal,
infarktus) vagy kivanatos hatas (pl. talélés) eggarHa a vizsgalt esemény ritkan kovetkezik
be, akkor az OR megegyezik a relativ rizikoval (RB¢ ha az esemény bekbvetkezési
gyakorisaga &, akkor az OR és az RR koz06tti tAvolség n

Relativ rizikd (Relative Risk, RR): A klinikai események kezelt csoportban mért
gyakorisdganak %-os aranya a kontroll csoportbamt mgakorisaghoz képest. Az OR
hasonlo jelentds de némileg mas matematikai formaval bir. Min&lekibhanyadat teszi ki a
terdpids csoport abszolut rizik6ja a kontroll cso@dszolut rizikbjanak, annal kedvidsb a
terapia hatasa.

Relativ rizikd csokkentés (Relative Risk ReductionRRR): A terapias és a kontroll
csoport kozotti rizikd egymashoz viszonyitott csékése. Gyakran szazalékos formaban
fejezik ki, aminek értelme az, hogy a kontroll cgdpabszolit rizikéjat 100%-nak tekintve
ennyivel kisebb a kezelt csoport abszolut rizik§aamitasa: 1-RR.

Egy egység kimenet eléréséhez szikséges esets2dumper Needed to Treat,
NNT): A kezelés hatékonysaganak egyik észama. Azoknak az embereknek a szama,
akiket altaldban egy bizonyos mddon kezelni kejl kgonyos idperiodusban ahhoz, hogy 1
nemkivanatos kimenet elkerultidegyen, vagy egyikanatos kimenet elériietegyen. Az
NNT=1/ARR.

Egy egység pozitiv kimenet eléréséhez szikségesszsen (Number Needed to
Harm, NNH): A kezelésartalmassdganak egyik néézama. Azoknak az embereknek a
szama, akiket altalaban egy bizonyos mddon kekelhiegy bizonyos idperiédusban ahhoz,
hogy 1 nemkivanatos esemény bekdvetkezzek.

Konfidencia intervallum (Confidence Interval, CI): A 95%-0s konfidencia
inretvallum (de lehet mas %-os ériiéis) a 95%-at tartalmazna azoknak az eredményeknek,
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amelyeket az azonos modon megtervezett , azonoysag@ azonos populacioval
végrehajtott vizsgalatok eredményeképpen kapnaala Bl az RR (relative risk) vagy az OR
(odds ratio) esetén tartalmazza az 1-t, akkor antt dthtasra vonatkozoan nincs elegend
bizonyiték. A Cl hasznalatanaksale, hogy a lehetséges hatasoknak egy savjat (raucljge
meg.

Populacidés jarulékos kockazat (Population Attributeble Risk, PAR): Arra a
népegeészségugyi kérdésre ad valaszt, hogy milyemékiiétobbletincidencidhoz vezet az

adott, vizsgalt kockazati tény@a vizsgalt populécidban.

13. Tulékés analizis

A Kklinikai vizsgalatok sordn gyakran azt nézzikghcegy megfigyelés sordn a vizsgalt
esemény mennyi édmulva kdvetkezik be pl. kohorsz vizsgalatnal asta# kialakulasa. Ezt
a megfigyelt idt nevezzik talélési ithek (survival time). A moédszer minden olyan esetben

hasznalhatd, ahol valamilyen esemény (end poik\etkezésének az idejét vizsgaljuk.

Klinikai vizsgalatunknak célja tehat, hogy egy esem utcomé idébeli bekdvetkezését
figyeljuk és rogzitjuk minden beteg esetén az essigéeltelt megfigyelési iét (survival
time) valamint az egyéstatuszat vizsgalat lezaraséaig. #tatuszkét értéket vesz feh = az
esemény nem kovetkezik be vagy az egyén kiesetisgalatbdl (dropout), ezek az egyének a
cenzordlt (censoredl egyének;1 = az esemény bekovetkezett, az ilyen egyénakemm
cenzordlt (complet¢ egyének. A két nélkilozhetetlen valtozé mellé madtozdkat is
felvehetlink a feladatnak megféleh. Az megfigyelési idt évben, hdnapban, napban stb is
mérhetjik, de arra is lelestég van, hogy kesddés végdatumot is rogzitiink

A tulélés vizsgalat célja, hogy valaszt adjunk arierdésre, hogy a beteg bizonyadssihkot
milyen valdszifiséggel élhet meg. A probléma az, hogy a tulélésam normalis eloszlasu,

tovabba a cenzoraltdttet is kezelni kell. Az ilyen feladatot a tulélésatizissel oldjuk meg.

A tulélési vizsgalatok megkezdésételz alabbi szempontokat érdemes atgondolni
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1) Mikor inditsuk a vizsgalatot, milyen mintaszaal milyen hosszu ideig
tartson, mi legyen a vizsgalt esemény (end poktdzikséges mintaszam meghatarozasat a
programok altaldban tamogatjak. Lelleg nagy mintat hasznaljunk.

2) Hogyan kezeljik a drop out eseteket pl. hakidbaleset kovetkeztében hal
meg? Halottként vagy cenzordlt adatként regisztkady megfigyelés soran az ilyen egyént?
Mindkét eset megengedett, dedémeg a vizsgalat étt donteni kell.

3) A mintat random maédon valasszuk és a megfapaH fliggetlenek legyenek
egymastol.

4) Ismétbdo jelenségre ne végezziink tulélés analizist.

5) A talélési kritérium, a feltétel rendszer neréltozhat meg a vizsgélat
folyaman, mindenkire azonos kell hogy legyen (jsgalt kozben nem alkalmazhatunk mas
diagnosztikai eljarast, mint a vizsgalat elején).

6) A cenzordlt adatok szdma ne legyen nagy, roetja a vizsgalat értékét. A
mintaszam kb. 10%—-a még elfogadhat6 arany a drop@it elmaraddkat tekintve.

Feladat: tidérdkos betegeket vizsgéaltak, amelynek soran rogelitet halalig eltelt iét (nap),
a statuszt (O=cenzordlt, 1=halott)kezelés fajtdjat(O=teszt, 1=hagyomanyoskejt-tipust
(1=squamous, 2=adeno).

*Forrds: Prentice, R. L. (1973): Exponential survivals with censoring and explanatory variables.
Biometrika, 60, 279-288.

A feladatok megoldasahoz a SAS Enterprise Guidesstikai programcsomagot hasznaltam.

13.1. Life table (Halanddsagi tabla) analizis

Ennek lényege, hogy a medgfigyelésiésdakot kilonbé& szamu, egyefil hosszusagu
intervallumra osztjuk, az események részletes dairétervallumokra torténik, majd az

eredmeényeket 6sszegezzik.
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Life Tables Analysis
The LIFETEST Procedure
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Life Tahle Survival Estimates
Interval Conditional
Effective | Conditional| Probability Survival
Number| MNumber| Sample| Probability) Standard Standard
[Lower,| Upper)| Failed| Censored Size| of Failure Error | Survival | Failure Error
0 100 34 3 B0.5 0.5620 0.0633| 1.0000 1] 1]
100 200 11 1 24.5 0.4490 01005 0.4350| 0.5520 0.0533
200 300 4 1 12.5 0.3200 01319 0.2414| 0.7506 0.0563
300 400 3 1] 8.0 0.3750 01712 0.1641| 0.5359 0.0495
400 500 2 1] 5.0 0.4000 0.2191| 0.1025| 0.5974 0.0419
500 600 1 1] 3.0 0.3333 02722 0.0615| 0.9355 0.0337
600 700 1] 1] 2.0 1] O 0.0410( 0.95590 0.0230
700 800 1] 1] 2.0 1] a| 0.0410( 0.95590 0.0230
800 900 1] 1] 2.0 1] a| 0.0410( 0.95590 0.0230
900 1000 2 1] 2.0 1.0000 0| 0.0410( 0.95590 0.0250
1000 0 1] 0.0 1] a 0] 1.0000 1]
Evaluated at the Midpoint of the
Interval
Median| Median PDF Hazard
Residual| Standard Standard Standard
Lifetime Error PDF Error| Hazard Error
88.9706| 11.4335| 0.00562| 0.000635| 0.007316| 0.001234
12688 572857 0.00197| 0.000525( 0.005789| 0.001671
170.6| 55.4594| 0.000772| 0.000366| 000351 0.00137
150.0( 707107 0.000615| 0.0003357| 0.004515| 0.002553
150.0 111.6| 0.000410| 0000280 0.005| 0.003423
4250 43.3013] 0.000205| 0.00020%2 0.004 | 0.003919
3500 35.3553 a : 0
25000 353553 a : 0
150.0( 353553 a : 0 :
50.0000( 353553 0.000410( 0.000280 0.02 a

Az események leirasa dititervallumokra torténik: mennyi az esemény széfNamber
Failed), a cenzoralt értéiNumber Censorednz aktudlis mintaszagiffective Sample Sizea)

szamitasok miatt nem egész érték is lehet), apvaltem tulélési valdszifsége(Survival) a
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vizsgalt esemény bekovetkezésének pillanatnyi kostiéhak valosziisége(Hazard), hogy

az esemeény éppen abban a pillanatban, az adoitadvallum kézepén kovetkezik be.

Life-Table Survival Curve
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Az abra az adott tgponthoz (X-tengely) tartozé talélési valésisigeket adja meg (Y-
tengely).

Summary of the Number of Censored and
Uncensored Values

Percent
Total| Failed Censored Censored
B2 a7 5 8.05

Osszefoglalo statisztika a vizsgalatra vonatkozstatuszvaltozé alapjan.
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13.2. Kaplan-Meier eljaréas

Az eljarast Product-limit modszernek is nevezik, amelynek soran a jellegzédpcés
fuggvényt is megkapjuk.

Product-Limit Survival Estimate
109
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T T T T T T
i 200 400 G600 800 1000
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Kaplan-Meier fuggvény

13.3. Kaplan-Meier tulélési fuggvények 6sszehasonli  tasa. Log-rank modszer

A Klinikai vizsgalatok soran gyakoriak az olyanaehtok, amikor két vagy tobb Kaplan—
Meier eljarassal készitett tulélési gorbét kellzébmsonlitani. Arra a kérdésre keressik a
valaszt, hogy a gorbék kozoétt van—e szignifikargrés a sejttipus tulélését iben. A
gorbére ranézve mindjart az a benyomas alakul dgyhaz 1-tipus hatdsa kedwéb. Azt
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viszont nem lehet egyértelran megallapitani, hogy a két gobrbe eltérése szikgms
mértéki—e.

Az egyik altaldnosan hasznalt modszer a gorbéketssonlitdsara a log-rank vagy Mantel—
Haenszel teszt. A két gorbe kozotti kilbnbség katagara a tesztélye akkor jelentkezik,
ha a vizsgélt esemény az egyik csoportban konzisetemagasabb, mint a masik csoportban
€s a két csoport k6zott a halalozasi aradpen allando.

A teszt x’—statisztika meghatarozasan alapul, amelyet a myifi esemény és a
hozzatartoz6 véarhatd érték alapjan szamolunk kidegdyik csoportra, majd ezeket az
értékeket osszegezzilk. ¥¥—eloszlas szabadsagfoka 1. A log-rank teszt sz&dima az
alabbi adatok sziikségesek:

t : a vizsgalt eseménydgdontja

m: a megfigyelt egyének szdma az 1. csoportbamdépontban
np: a megfigyelt egyének szama a 2. csoportbardégontban
n: a megfigyelések szama édpontban, n = n+ n,

c: a cenzoralt események szama a két csoporthatbpontban
ai: a megfigyelt esemény szama az 1. csoportbait@bntban
&: a megfigyelt esemény szadma a 2. csoportbaidépontban
r- az 6Ssz esemeény szama, ri =@

e: a varhaté esemény szama az 1. csoportbadd@ontban

_rin
n

€

e: a varhaté esemény szama a 2. csoportbaid@bntban

_rin,
n

€,
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Product-Limit Survival Estimates
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A log-rank (p = 0.0005) dis szignifikanciatelez a sejt-tipusok kdzott. Tehat a két sejt-tipus
kozott jelentés eltérés van a talélésitidletéen.

13.4. Cox-regresszio

/////

befolyasol6 hatdsabdl a legmarkansabbakat szeketnégismerni. A modszer a logisztikus
regresszion alapszik, csak itt a féggaltoz6 a tulélési idl Az eljarast gyakranCox
proportional hazardnodellnek is hivjak (aranyos kockéazati modell).

Elméletileg a tulélés analizis egyszeeljaras, ha feltételezzik, hogy hazard idében
konstans. A Cox modellben a hazardbdn véltozik, de az esemény kockazati argngto

of event hazard)idében két személy kozétt konstans,.Ez az proportional hazards
feltételezés. Ez azt jelenti, hogyha az életévetgaljuk a modellben mint kovarianst, akkor

egy 70 éves és egy 40 éves személy kockazélbemdallandd. A hazard fuggvény:
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h(t) = A(t) g PxerBaxar+Box

ahol

h(t): a hazard fiilggvény
Xi. a kovariansok
[Bi: a kovariansok egyditthatdi (nagysaguk a kovariaenfiségét hangsuilyozzak), az

€ ' az 1 egységnyi; valtozasra (a tdbbi kovarians konstans) adja &a&mat értékét.

A(t): ismeretlen kezdeti hazard fiiggvény.

Az eljaras soran tesztelt hipotézisek:

Ho: Bi =0

Hi Bi#0
A fenti talélési egyenlet az alabbi forméban isatth

— exF{%BiXij
PT > t, x)=[ R (T > ™=

Az egyenlet a—nél nagyobb idtartam (T) tulélési valdsziiségét adja meg, ahoh(F > t) az
a tulélési gorbe, amikor az 0Osszes kovarians O0.efresszios vizsgalat legfontosabb
szempontja $; regresszios egyutthatok meghatarozéasa: Ba=a0 akkor a kovarians nincs
hatdssal a vizsgalt jelenségre. A modell egy lise&altozot vizsgalt tébb kovarians
fluggvényében, igy tehat valoban logisztikus moaddlis tekinthei. A modell igen kellemes

tulajdonsaga, hogy egyarant hasznalhatunk disf&tghmy) és folytonos kovariansokaét s

keverhetjiuk is ezeket az egyenlet jobb oldalan.

Feladat: vizsgaljuk meg, hogy a kezelés és a sejt-tipuydnodatnak a talélésidde.

A kovariansok fontossagat az alabbi tablabél olagjsk ki:
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Analysis of Maximum Likelihood Estimates
Parameter| Standard Hazard| 95% Hazard Ratio Confidence
Parameter DF| Estimate Error| Chi-Square| Pr = ChiSq| Ratio Limits

kezeles 1 0.25610] 0.28410 08126 0.3674) 1.2592 0.740 2255
sejt_tipus | 1 1.04063| 0.31143 11.1651 0.0008| 2.831 1.538 5212

Reference Set of Covariates for

Plotting
kezeles sejt_tipus

0.38705967 742 1.435483571

A kezelés/altozo nem szignifikan&Chi-square p = 0.3674gzért nem fontos a talélésiid
szempontjabdl, azt nem befolyasoljahézard ratio(vagy risk ratio, RR) értéke:

eBi _ eO.25610 = 1292

A 95%0s konfidencia intervallum@.740 — 2.25ptartalmazza at értéket, igy valdbban nem
jelents valtozo.

A sejt_tipus valtoz6 jeletisen befolydsolja a tulélésidd A Chi-square p = 0.0008r6sen
szignifikans,a hazard ratio értéke magas érték:

eﬁi _ e1.04063= 2831

A Cox—modell alkalmazéasa soran a kovetikes vegyik figyelembe:

a) Ha tul sok kovarianst vesziink be a modelllig&or kideriilhet, hogy a
valtozok kozott kapcsolat van, ami a modell helgggs befolyasolhatja.

b) A modell feltételezi a kockazat aranyanadbieli allandosagéat.

c) A mintaszam megvalasztasanal alkalmazzunkaaztkoélszabalyt, hogy
minden kovariansra legalabb 5 esemény ( end poisgpn.

d) A Cox—modellt gyakran alkalmazzadk az expleratizsgalatok soran
hipotézisek felallitasara. Illyen vizsgalat utanipotézist csak masik mintan vagy mintakon

szabad tesztelni.
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14. Logisztikus regresszio

Gyakoriak az olyan vizsgalatok is, amikor &zdiszkrét értéket vesz fel: két érték
(binomidlis) vagytobbértéki (polychotomus) lehet agkimenetele. A 1ényeges kilonbség az
eddigi technikakhoz képest, hogy itt logit transefélt skalat hasznalunk és az odds ratio
(OR) hasznélatan alapszik. A predictor valtozok (rizédbrok) eloszlasa tetdteges lehet,
szadmukat a kivanalmaknak megfét bvithetjik.

A kapott modell révén a rizikofaktor értékek isntélken,egyénre vonatkozéamegtudjuk

hatarozni a vizsgalt esemény bekdvetkezési valtsaget.
Az alabbi hipotéziseket vizsgaljuk:

Ho: nincs kapcsolat azésy valtozok kozott.

Hi: van kapcsolat az ésy valtozok kdzott.

A vizsgaltY esemény lehet pl. szivinfarktus(bektvetkezett vagy nem kovetkezett
be),transzplantacio eredménya bedlltetett szerv kil@lott vagy nem 16&dott ki) atiidsrak
megfigyelésének az eredménggy prospektiv vizsgélat soran (kialakult a megdig
egyéneknél a tiitdk vagy sem). llyen esetekben - &z fliggetlen valtozék egyarant
tartalmazhatnak folytonos €és nomindlis adatokat az Y esemény bekdvetkezési
valbsziriségét logisztikus regresszidval becsuljuk.

Mivel Y csak két értéket vehet fel, a szokasos lineagsesszid nem alkalmazhat6. Ha
vesszik ap/(1-p) kifejezést, ahol g a vizsgalt esemény valdsigege, akkor ehhez az
értékhez a (0, ) intervallum tartozik, de ain [p/1-p]- hez viszont mar a (e; +x)
intervallum. Legyenu=[xi, %, ..%] az a vektor, amely a prediktox valtozdkat
(rizikofaktorokat) tartalmazza. Vizsgaljuk a¥=1 esemény bekdvetkezését logisztikus

regresszioval. A regresszidés modell alakja
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PY=2y) | PY=Ty), 3
"pv=a0) T Rv=ow) T &

Az ezzel ekvivalens modell
N
ex;{a+ > b xj
i=1
N
1+ exp{a+ > b x}
i=1

P(Y =1ju) =

vagy

1

g
P - 1+ e_(b0+b1X1+b2X2+'”+ann)

Ha egy prediktor valtozora igaz, hodp= 0, akkor az a faktor nincs hatassal a vizsgalt
esemeényre. Az eljaras soran azt vizsgéljuk, hogg Bdtevés igaz-e, vagyis teszteljllda
bi=0 hipotézist a

b

z= :
b, standard errorja

formuléval, ahob; a becsiilt regresszids egytitthato.

Gyakoriak az olyan vizsgalatok, amikor a prediktgaltoz6 hatasat csak mas zavaro
(confounding) valtozo (pl. az életkor) hatasan kerél értékelhetjik. A zavard valtozorél
tudjuk, hogy befolyassal van a vizsgalt eseméngeért figyelembe kell venni az analizis
soran. llyen esetekben a ténylegesen vizsgaltdfiaktorokat korrigaljuk (adjusted) a zavaro
valtozo hatasaval, mert csak igy kapunk valos eéegin A logisztikus regresszid alkalmas
az ilyen korrekciok elvégzésére. A modszer tovabBnye, hogy a fiiggetlen valtozok
eloszlaséra nincs semmi feltétel. A masikngl hogy a regressziés koefficiensekag) mint
relativ kockazati értéket (relativ risk, RR) leHethasznalni kohort, vagy odds ratio-ként
(esély hanyadosként, OR) case-control vizsgalatokBatelmezésik és szamitasuk azonos,

pl. az odds ratioexp(b) kifejezéssel hatarozhaté6 meg.
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A szamitasi eljaras bonyolultabb mint a linearigresszional. Altalaban az iterativ maximum
likelihood mobdszert hasznaljdk a szamitdégépes progk. A logisztikus regresszio
alkalmazaséanal vegyuk figyelembe a kdvethes:

- az egyéneket egymastdl figgetlendl, random maedasszuk a mintdba

- legaldbb 5 - 10 esemény jusson mindegyik vitggéadiktor valtozoéra.

15. Magasabbrendil eljarasok
15.1. Altalanos linearis modell (GLM)

Altalanos linearis modelle{General Linear Models, GLM) a tobbvaltozos linedegresszio
egyetlen (numerikus) fldgaltozéra kiterjesztett modszere: amely szamos nkoe és
nem-numerikus fliggetlen véaltoz6 és egy numerikuggdlvaltozé kozti 6sszefliggés,
kapcsolat mifisitésére, szams#mitésére szolgal, tovabba az 6sszeflggések feltautas,

azok ismeretében tortémlorejelzésre szolgal.
A modell alakja
-1
E(Y)=n=g (XB)

ahol E(Y)=u a fugd Valtozé {Y) varhatod értékeXp a lineéris predictor (linearis

kombinacioja az ismeretlen érteR vektornak;g egy link fliiggvény.
A variancia egy fuggvény
Var(Y) = V(i) = V(g (X3)).

A V exponencialis csaladbol szarmazo eloszlas. Azristhea paramétereket tartalmg?o

vektort altalaban maximum likelihood vagy Bayesdbéssel hatarozzuk meg.
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Modell komponensek

1. Valésziriségi eloszlas az exponencialis csaladbal.
2. Egy lineéris predicton = Xf .
3. Egy link fliggvény: EY) = p = g™ ().

Az eljaras alkalmazhaté barmilyen ANOVA, lineatisgisztikus és Poisson regresszios

vizsgalatokra.
15.2. MIXED modell

A linearis modell fix, random vagy tébbszemponta®raselemzés esetén kevert modell
(mixed) lehet. A kevert modellt a szakirodalom l@ite@s modellnek is nevezi..A fix modellek
féleg minssitd vizsgalatoknal hasznalhatok, ahol adott feltétehakllett vizsgaljuk a
hatétényeéket. A fix modellben legtobbszor kvalitativ tényé&et adunk meg. Alkalmazasa
féleg tobbszempontos széraselemzésnél a kevert readelépitésénél jeled.

A random modellnél egyarant vizsgalhatunk kvarititaés kvalitativ tényeiket. Ha
kvantitativ tényeéket vizsgalunk, elssorban az 6sszefliiggés milyensége (hatdsgorbe)eérdek
benniinket, és nem a konkrét dozisok kozotti kulégbsEbben az estben j6, ha
ekvidisztansan (egyeftavolsag) vagy logaritmikusarbmek a kezelésfokozatok. Kvantitativ
tényed vizsgélata esetén keverhetjik a fix és randomsbétélemzését. A random vagy fix
modell alkalmazasa nem csak elméleti kildnbségemam variancia-analizis szamitasa soran,
a variancia komponensek kilonléggge miatt, mas szamitasi metédust is jelent. Aso#t
felderitésére szolgaldé modellek tehat legtobbszéealis matematikai modellek. Az
alkalmazott matematikai modell nagyban meghatarezkéeérlet elrendezését is, egymastol
elvalaszthatatlanok. Forditva is igaz, adott elezédhez csak meghatarozott matematikai

modellek allithatok fel.
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Néhany alkalmazasi terilet (a teljesség igényetelk
a) Altalanos linearis modell illesztés az adatok nditasat feltéve:
- regresszio analizis

- varianciaanalizisb@lanced or unbalanced data)
ismételt méréses ANOVA (pl. hianyz6 adatokkal)

b) lllesztett kovariancia struktura

- variance components

- compound symmety
- factor analytic

c) Becslési eljarasok

- Restricted Maximum Likelihood (REML)
- Maximum Likelihood (ML)
- Momentum madszerek (pl. Type 1)

A standard linearis model (GLM, lasd 3.5. pontegyik legéaltaldnosabb statisztikai modell:
y=XB+e
ahol
y: a megfigyelt adataink vektora
B: a fix-hatdsok ismeretlen vektora
X: ismert design métrix
e: residudlis hiba, N(Q3?)

A mixed modell altalanositja a standard linearieit:

y=XB+Zy+te
ahol
y. a random hatasu paraméter ismeretlen vektora
Z: ismert design matrix
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16. Idosoranalizis

A klasszikus klinikai biostatisztikusi munkabafisoranalizisfeladatok ritkan fordulnak &l
Azonban vannak olyan terlletek pl. bizonyos életjatenségek (pl. vérnyomas, hormon
szintek) napi (cirkadian) ritmusanak elemzése (mmselemzés) vagy az epidemiolégiaban
bizonyos betegségek gyakorisaganak (vagy azok Hastnak) szezonalis (ciklikus)
valtozasainak elemzése tovadbba az analdg elekbidfigai jelek (pl. EEG) analizise (auto-,
keresztkorrelacio, Fourier-analizis, stb) feldo@ea ilyen jelle§ feladatok.
Kovetkezésképpen megismerése és alkalmazésa indwkaoisi teriileten is. A SAS Guide
tartalmaz az iélsorelemzésre vonatkoz6 modult, ezért réviden betlmmtannak hasznélatat,
hogy Wvithessuk analitikai eszkdztarunkat. Hangsulyozbogy a tertilet nagyon komplex,
megismerése mélyebb elméleti hatteret feltételemlynek ismertetésére jelen konyv keretei

nem adnak lehéséget.

16.1. Elméleti bevezet 6

Egy elméleti idsor olyan specialissztochasztikusfolyamat (olyan folyamat, ami a
valbsziriség-szamitasra épil és egyben a valdiséii valtoz6 fogalom altalanositasanak is
tekinthe®, tovabba a kilénbézgyakorlati problémak megoldasaban nagy szerepg ahol

a valoszifiségi valtozok

Y1, Y2, Y3,..., 1

véges sorozatat vizsgaljuk.

A fenti idésornak tehat minden egyes tagja egy-egy val@sefi valtozd, amelyekre
vonatkoz6éan azonban csak egy-egy empirikus (teglatiyt adat all rendelkezésiinkre

(egyetlen realizacié ismeretes)
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Y1, Y2, Y300

A klasszikus idsor elemzés abbdl a feltételezélsindul ki, hogy az idsort egy tartés,
hosszu tavu tendencia (trend), szabalyos hullamésmtg periodikus ingadozasok
(szezonalitas) hatarozzak meg és edaddeti, egyenként nem jelésteltérié hatast valt ki a
véletlen ingadozas. Azédor elemzés eszkdzei:

» Grafikus abrazolastehetveé teszi ad tendencidk vonasok felismerését.
» Baazis ill. lancviszonyszamolaz idssorok gyors, €lzetes elemzésére szolgal.

» Egyszefibb eszkdzOk az un. atlagok:
Szamtani atlag,
Kronologikus étlag.

Egy adott idszak jellemzéséhez a vizsgalbsaakon kivili megfigyelés is sziikséges, de

az el$ és utolsé megfigyelés csak fél sullyal szerepéplitben:

 Viyey Y
k_ 2 2 n1 2
Y= n-1

Idosorok 6sszete:

a) Trend vagy alapiranyzatgy hatarozottan jelentkérendencia
b) Periodikus ingadozaseendszeresen ismétd hullamzés (pl hdziorvosnal a napi
betegforgalom)

c) Véletlen ingadozasszabalytalan mozgas
A periodikus ingadozasnak két tipusa van:
- Additiv modell:az idssor aTrend hatas Reriodikus hatas és\&letlen ingadozas
Osszege:

y=T+P+V

- Multiplikativ modell:az idsor érték a harom tény&szorzata:
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y=T*P*V

Idésor elemzés esetén a feladat, hogy a valdodi hdtéestd) megtisztitsuk az egyéb
hatasoktol:

y=7+5+c+/7

Trendmozgasaltalanos irany egy adott hosszddsdakon belil
Szezonalis mozgasdészakok szerint rendszeres mozgas
Ciklikus mozgastrend korili hosszu tavi mozgéasok, amelyek netatfehdil
periodikusak
Irregularis mozgaselére nem jésolhaté véletlen mozgasok
A simitd modszerek lényege, hogy tényadatok segftsd |épésenként korrigéljak a
kialakitott modell eredményeit: hasznalatuk soramagarohatasok kigrésével lehet valos

elérejelzést adni.

16.2. Lineéris és nem linearis trend modell

A modell hasznalata esetén feltételezzilk, hogy datsarban nincsenek szezonalisan
ismétbdoé folyamatok és periddicitas, tehat csak a trendhat@n jelen. Linearis trend
feltételezése eseténegkisebb négyzetekddszer felhasznaldsaval adjuk meg a modellben a
legjobban illeszketl egyenest illetve az ehhez tartozd konstans értéked meredekségi
egyutthatot.

Altalanos lineéris trendfiiggvény:

és egyltthatoi:
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Nem lineéaris esetben egy rogzitett figgvény (expoiddis, logaritmikus, négyzetes, stb.)

transzformacié segitségével illesztjik a gorbéaagatokhoz.

16.3. Exponencialis simitas

Az idésor adataiban nem tételeziink fel sem trend, se@osalis hatast. Az exponencialis
simitds lényege, hogy az 6etjelzés soran egy adott éjgonthoz tartozd értéket ugy
definialunk, hogy abban benne vannak a mdultbeléké&k is oly mdédon, hogy dhen
visszafelé haladva egyre kisebb sullyal szerepeldeksuly értéke O és 1 kozotti
intervallumbdl szarmaznak. Amennyibeinhez kozeli sulyt valasztunk, akkor azoésdr
flggvénye kis mértékben simitodik ki, azaz nagytskihp az aktualis érték (kis sulyt kapnak
a multbeli értékek)Nulla vagy 0-hoz kozeli suly valasztdsa esetén asaton ebs simitast
hajtunk végre, kiskjik az ingadozasokat, és eredménytl hullamzé gadnéunk. Ebben az

esetben kis sulyt kap az aktualis érték, és a mlikditekek nagy sulyt kapnak.

Szezondlis modell

A szezonalis modell olyan ddorokra illeszkedik j6l, melyekben nem figyelheheg trend,
azaz a trend egyenes meredeksgge jovbben nem varhaté névekedés, egyensulyi helyzet
alakult ki. A szezondlis hatas dominansan és syabah jelentkezik és nincs szikség

exponencialis simitasra.

a) Szezonalitas illesztése additiv modellel

Feltételezve additiv modell esetén a szezonalitéedbsagat, a szezonalitdst kifdjez
komponens értéke attol fiigg, hogy melyik szezonkegyunk, de attdl nem, hogy az adott
szezon hanyadik periédusaban. igy a trend hatanoetpaz idsor © aramat. A szezonaélis
hatds konstans forméban jarul hozza (hozzaadodiy kivonodik) az adott idszakhoz

tartozd trend értékhez. Ha a szezonalitast a téerfdggetlentil abrazoljuk, akkor egy

periodikusan isméid6 figgvényt kapunk, amelynek hullamhossza és angdjaiallando.
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(1) szECHENYI TERV

b) Szezonalitas illesztése multiplikativ modellel

Multiplikativ modell esetén a szezonalis hatas riaggetlen az idsor trend fliggvényének
ertékedl. Nagyobb trend értékhez nagyobb szezondlis étatozik, tehat a valtozas
(kilengés) mértéke annal nagyobb, minél nagyobbkéra trend fuggvény. A kilengések

trendhez viszonyitott aranya nagyjabdl allandémekinthe®.

Ha a szezonalitdst a trend fliggvény nélkil abrakplpkkor egy periodikusan ismédb
fuggvényt kapunk alland6 hullamhosszal és valtaedat nem allandd) amplitidéval. Az

amplitadé attél fligg, hogy a trend fliggvénynek datapillanatban mekkora az értéke.
Linearis trend modell Brown-féle vagy Holt-féle sinitassal
A modell feltételezi, hogy az édorban. lineéaris trend figyellietmeg. Nem bizonyithatd

szezondlis hatas, az ingadozasok periodicitasa&mmgrtékhez nem konvergal.

A Brown- és a Holt-féle simitds nagyon hasonlitregghoz, csak matematikai formulakban
térnek el, amelyek megadéasatol eltekintiink. Mind&igdras az exponencialis simitas egy

specidlis esetét alkalmazza: egymas utan kétsgarkheegre a simitast.

16.4. Winters additiv modell

A modell azon idsorok esetén hasznalhat6 j6 eredménnyel, ahokisnegénd figyelhei meg
és additiv jelle§ a szezonalis hatas. A szezonalitas additiv lei@asand linearis voltanak

megkotéseén kivil teljes mértékben helytallo.

Winters multiplikativ modell

A modell azon idsorokhoz illeszkedik a legjobban, ahol linearimttdigyelhet meg, és
multiplikativ a szezonalis hatds. A multiplikatizezonalitas leirdsa a trend linearis voltanak

megkotéseén kivil teljes mértékben helytallo.

16.5. Telitédési modell
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(1) szECHENYI TERV

Olyan esetekben hasznalhatjuk akar linearis, akan tinearis médon ahol azdsor egy
konstans értékhez, azaz egy vizszintes egyeneghet $éldaul nulla betegforgalomrél a

gorbe hirtelen felugrik egy adott értékig, majdreéeték korll ingadozik a tovabbiakban.

16.6. ARMA

ld6sorok elemzésénél pl. jelfeldolgozasban gyakramlediznak korrelacids fliggvényeket
adatsorozatok 6sszehasonlitasarakefesztkorrelacigsegit két adatsor kdzotti 6sszefliggés
megtaldlasdban. Ha az egyik adatsort eltoljukg)( akkor késleltetett hatasok is
felfedezhetk. Az ilyen adatsorok 0Osszehasonlitdsat az amokorrelacioval végezzik.
Autokorrelacio segitségével periodusok mutathatdlaxk adatsorban. Ha definialunk két
flggvényt (esetiinkben diszkrét véges adatsor, idigppr) keresztkorrelacidjaés ez alapjan
konvolucidja (a lineéaris nivelet két fliggvénydl allit el6 egy harmadikat), tovabba egy
fluggvény autokorrelacidjat a konvolucio lényegében egyoétdkrozott fliggvénnyel vett

keresztkorrelacionak felel meg és amtokorrelacio egy adatsornak sajat magaval vett

s sz

ARMA (AutoRegressive—Moving Average, autoregressziv-mozgoéatlagolas): a
statisztikaban, de kilénésen a jelfeldolgozasba@yoa gyakori az ilyen modellek hasznalata,
amit Box—Jenkins modellnek is neveznek. Az autoregressziv modefieflris abrejelz
flggvények) feladata a jébeli adatok becslése (forecasting) a#zélleg becsilt adatok

alapjan. A modell altaldnos megadasa:

ARMA (p, q)
ahol

p-rendben autoregressziaz autoregresszioé rergdAR (p)
g-rendben mozgdatlagta mozgodatlag rendj®A (q)

Integralt Autoregressziv Mozgd AtlagoldARIMA, AutoRegressive Integrated Moving
Average): altalanositasa a&aRMAmodellnek. A modell (folyamat) altalanos megadasa:
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(1)) SZECHENYI TERV

ARIMA (p, d, q)

ahol az egyes paraméterek nem negativ egész értékek
p-rendben autoregressziaz autoregresszio rergdAR (p)
g-rendben mozgoatlagla mozgdéatlag rendj®lA (q)
d-rendben integralta differencialas (integralas) foka(d)

| (d): AdYtstacioner

ahold a differenciazas foka
ARIMA(p,d,q) _ Yt~ ARMA(p,q) _ AdYt

Stacionaritasi-transzformaciok
1. Differencia stacionaritas esetén (DSP):

a). El$rendi differenciazasAY:= Yi— Y1
b) Masodrend differenciazasAAY, = A%Y;
c) Logaritmalas és differenciazadogY;

2. Trendstacionaritas esetén (TSP):
a) Tisztitas a trendk Y —Trend()

3. Szezonalitas esetén:
a) Szezonalis differenciazasiY:= (Yi— Yia)
b) Szezonalis differenciazasiY: = (Yi— Yi12)
c) Szezondlis kiigazitas: Y (-/) Szezonhatas

Kilénbdz formaban is megadhatdé a modell: amikor az egygkOteazt a modell nevében is

feltintetjuk. Pl. ha a modelliink formaja(1), akkor a teljes modell alakj?ARIMA (0,1,0)
vagy MA (1)modell esetén a teljes modalRIMA (0,0,1)

A teljesség igénye nélkul meg kell emliteni a nagyontos idsor analizis modellt 8ox-

Jenkins modellt vagy metddust:

1. Modell-identifikalas: p,d,q meghatarozasa:

a) Stacionaritas-vizsgalat:

b) Transzformécié: d = ?

c) Stacionaritas? Transzformacio ha szikséges!
d) ARMA(p,q) rendek behatérolasa

172

Semmelweis Egyetemn

Cirn: 1085, Budapest, Ol Gt 26, —
Telefon: +36 (1) 459-1500

E-mail: hireki@se mrnelweis-univ.hiu I

Haonlap: http:/fsemmelweis-eqyvetern.hu

MAGYARORSZAG MEGUJUL

A projektek az Eurdpai Unid
tamogatdsaval valosulnak meg.




SZECHENYI TERV

2. Paraméterbecslés, Akaike modellszelekcio,
3. Diagnosztika: Reziduum Fehér-Zaj-e?
4. Elrejelzés
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